
100 3 ËÎ�ÈÊÀ Ï�ÅÄÈÊÀÒÎÂ3 ËÎ�ÈÊÀ Ï�ÅÄÈÊÀÒÎÂ3.1 Áóëåâû �óíêöèèÇà�èêñèðóåì íåêîòîðîå äâóõýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî. Ýëåìåíòû ýòîãîìíîæåñòâà îáû÷íî îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç 0, 1 èëè ÷åðåç ëîæü, èñòèíà.Ïðèìåì êîìïðîìèññíûé âàðèàíò, èñïîëüçóÿ 0 è 1, íî íàçûâàÿ 0 ëîæüþ,à 1 � èñòèíîé.Âûñêàçûâàíèÿ � ýòî ïåðåìåííûå, ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ èç ýòîãîäâóõýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà f0; 1g:Ìû áóäåì âûñêàçûâàíèÿ îáîçíà÷àòüçàãëàâíûìè ëàòèíñêèìè áóêâàìè èëè çàãëàâíûìè ëàòèíñêèìè áóêâàìèñ èíäåêñàìè.Ìíîæåñòâî f0; 1; : : :g � ýòî ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.Äëÿ íàòóðàëüíûõ i áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâà f0; 1gi âñåâîç-ìîæíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû i; ñîñòàâëåííûõ èç íóëåé è åäè-íèö. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëèíû 0 � ýòî ïóñòàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.Åñëè �1 : : : �i � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëèíû i; òî �1 : : : �i0 è �1 : : : �i1ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëèíû i+1: Â ÷àñòíîñòè, èìå-åòñÿ âñåãî äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëèíû 1: 010 è 000: Èìååòñÿ 4 ïîñëå-äîâàòåëüíîñòè äëèíû 2, 8 ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû 3. Âîîáùå, äëÿíàòóðàëüíîãî i èìååòñÿ 2i ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû i: Ïåðå÷èñëèì,íàïðèìåð, âñå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëèíû 3: '000', '010', '100', '110', '001','011', '101', '111'.Îòîáðàæåíèå èç f0; 1gi â f0; 1g íàçûâàåòñÿ áóëåâîé �óíêöèåé îò i àð-ãóìåíòîâ. Òàêîå îòîáðàæåíèå èç âûñêàçûâàíèé X1; : : : ; Xi ñòðîèò íîâîåâûñêàçûâàíèå X: Ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ X1; : : : ; Xi çíà÷åíèå X îïðå-äåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî, íî, âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñèò îò çàäàííûõ çíà÷åíèéX1; : : : ; Xi:Äëÿ íåêîòîðûõ áóëåâûõ �óíêöèé ââîäÿò ñïåöèàëüíûå îáîçíà÷åíèÿè íàçâàíèÿ. Ôóíêöèÿ îäíîãî àðãóìåíòà X; ðàâíàÿ 1, åñëè X ðàâåí 0, èðàâíàÿ 0, åñëèX ðàâåí 1, íàçûâàåòñÿ îòðèöàíèåì è îáû÷íî îáîçíà÷àåòñÿ÷åðåç :X:�àññìîòðèì òàêæå íåñêîëüêî áóëåâûõ �óíêöèé îò äâóõ àðãóìåíòîâ,ñîáðàííûõ â òàáëèöó: X Y & _ !0 0 0 0 10 1 0 1 11 0 0 1 01 1 1 1 1



3.1 Áóëåâû �óíêöèè 101Ôóíêöèè &; _; ! íàçûâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, êîíúþíêöèåé, äèçú-þíêöèåé è èìïëèêàöèåé. Îíè è îòðèöàíèå íàçûâàþòñÿ èíîãäà òàêæåïðîïîçèöèîíàëüíûìè ñâÿçêàìè.Èìåÿ îáîçíà÷åíèÿ äëÿ íåñêîëüêèõ êîíêðåòíûõ áóëåâûõ �óíêöèé èäëÿ âûñêàçûâàíèé, ìîæíî ñòðîèòü îáîçíà÷åíèÿ è äëÿ áîëåå ñëîæíûõáóëåâûõ �óíêöèé. Ýòè îáîçíà÷åíèÿ íàçûâàþòñÿ �îðìóëàìè. Ïîíÿòèå�îðìóëû çàâèñèò îò òîãî, êàêîé íàáîð ïåðâîíà÷àëüíûõ áóëåâûõ �óíê-öèé ðàññìàòðèâàåòñÿ. Ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ðàññìàòðèâàåòñÿíàáîð f:;&;_;!g:Îïðåäåëåíèå 3.1.1 (�îðìóëû ëîãèêè âûñêàçûâàíèé).à). Êàæäîå âûñêàçûâàíèå � �îðìóëà ëîãèêè âûñêàçûâàíèé.á). Åñëè � è 	 � �îðìóëû ëîãèêè âûñêàçûâàíèé, òî (�&	), (�_	),(�! 	), :� � òîæå �îðìóëû ëîãèêè âûñêàçûâàíèé.â). Êàæäàÿ âåùü ÿâëÿåòñÿ �îðìóëîé ëîãèêè âûñêàçûâàíèé, òîëüêîåñëè ýòî ìîæíî äîêàçàòü, èñïîëüçóÿ à) è á).Íàïðèìåð, :() íå ÿâëÿåòñÿ �îðìóëîé ëîãèêè âûñêàçûâàíèé. Äåé-ñòâèòåëüíî, ýòî âûðàæåíèå íå ÿâëÿåòñÿ âûñêàçûâàíèåì (ò.å. çàãëàâíîéëàòèíñêîé áóêâîé, âîçìîæíî, ñ èíäåêñàìè). Åñëè îíî ïîëó÷àëîñü áû ïîïóíêòó á), òî () áûëî áû �îðìóëîé, à ýòî íåâîçìîæíî (�îðìóëà ëèáîñîäåðæèò îäèí èç çíàêîâ &; _; !; :; ëèáî ÿâëÿåòñÿ âûñêàçûâàíèåì). Ñäðóãîé ñòîðîíû, âûðàæåíèÿ (X _ Y ), ((X _ Y ) ! :X) ÿâëÿþòñÿ �îð-ìóëàìè ëîãèêè âûñêàçûâàíèé.Êàæäàÿ �îðìóëà ëîãèêè âûñêàçûâàíèé ñîäåðæèò âõîæäåíèÿ âûñêà-çûâàíèé.Îïðåäåëåíèå 3.1.2 (âõîæäåíèÿ âûñêàçûâàíèÿ â �îðìóëó).à). Åñëè � åñòü X; òî X âõîäèò â �. Åñëè � åñòü âûñêàçûâàíèå,îòëè÷íîå îò X; òî X íå âõîäèò â �.á). Åñëè � åñòü (	_�), (	&�), (	! �), òî X âõîäèò â � òîãäàè òîëüêî òîãäà, êîãäà X âõîäèò â 	 èëè êîãäà X âõîäèò â �:â). Åñëè � åñòü :	, òî X âõîäèò â � òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàX âõîäèò â 	.Îïðåäåëåíèå 3.1.3 (�óíêöèîíàëüíîé ñëîæíîñòè �îðìóëû).à). Åñëè � åñòü âûñêàçûâàíèå, òî �óíêöèîíàëüíàÿ ñëîæíîñòü �ðàâíà 0.á). Ôóíêöèîíàëüíàÿ ñëîæíîñòü (�&	), (� _ 	), (� ! 	) åñòük1 + k2 + 1; ãäå k1 � �óíêöèîíàëüíàÿ ñëîæíîñòü �, à k2 � ýòî �óíê-öèîíàëüíàÿ ñëîæíîñòü 	.



102 3 ËÎ�ÈÊÀ Ï�ÅÄÈÊÀÒÎÂâ). Ôóíêöèîíàëüíàÿ ñëîæíîñòü :� � ýòî k+1; ãäå k � ýòî �óíê-öèîíàëüíàÿ ñëîæíîñòü �.Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèîíàëüíàÿ ñëîæíîñòü �îðìóëû � ýòî ÷èñëîâõîæäåíèé â íåå ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ñâÿçîê. Íàïðèìåð, ((X_Y )! :X)ñîäåðæèò âûñêàçûâàíèÿ X è Y è èìååò �óíêöèîíàëüíóþ ñëîæíîñòü 3.Åñëè �îðìóëà � ñîäåðæèò âûñêàçûâàíèÿ X1; : : : ; Xn è íå ñîäåðæèòäðóãèõ âûñêàçûâàíèé, òî îíà îïðåäåëÿåò áóëåâó �óíêöèþ îò n àðãó-ìåíòîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðèäàäèì X1; : : : ; Xn çíà÷åíèÿ �1 ,. . . ,�n,êàæäîå èç êîòîðûõ åñòü ëèáî 0, ëèáî 1, è âû÷èñëèì ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõàðãóìåíòîâ çíà÷åíèå �îðìóëû 	.Îïðåäåëåíèå 3.1.4 (çíà÷åíèÿ �îðìóëû).à). Åñëè � åñòü Xi; òî çíà÷åíèå � åñòü �i (i = 1; : : : ; n):á). Åñëè � åñòü :	 è çíà÷åíèå 	 åñòü �, òî çíà÷åíèå � åñòü :�(ïðè ýòîì :0 = 1; :1 = 0):â). Åñëè � åñòü (	&�), (	 _�) èëè (	! �), çíà÷åíèå 	 åñòü � èçíà÷åíèå � åñòü �; òî çíà÷åíèå, ñîîòâåòñòâåííî, åñòü �&� , �_ � èëè�! � .Íàïðèìåð, åñëè X ðàâåí 1, à Y ðàâåí 0, òî çíà÷åíèå ((X _Y )! :X)ðàâíî 0.Ïåðåáèðàÿ âñåâîçìîæíûå çíà÷åíèÿ X1; : : : ; Xn è ïðèïèñûâàÿ êàæ-äîìó òàêîìó íàáîðó çíà÷åíèé ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå �îðìóëû, ïî-ëó÷èì òàê íàçûâàåìóþ òàáëèöó èñòèííîñòè äëÿ ýòîé �îðìóëû.Íàïðèìåð, äëÿ ((X _ Y ) ! :X) èìååì ñëåäóþùóþ òàáëèöó èñòèí-íîñòè: X Y ((X _ Y )! :X)0 0 10 1 11 0 01 1 0Èíòåðåñíî, ÷òî êàæäàÿ áóëåâà �óíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ íåêîòîðîé �îð-ìóëîé.Òåîðåìà 3.1 (ñâÿçü áóëåâûõ �óíêöèé è �îðìóë). Ïóñòü i �öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Êàæäàÿ áóëåâà �óíêöèÿ îò i àðãóìåíòîâîïðåäåëÿåòñÿ íåêîòîðîé �îðìóëîé, ñîäåðæàùåé âûñêàçûâàíèÿ X1; : : : ;Xi è íå ñîäåðæàùåé äðóãèõ âûñêàçûâàíèé.



3.2 Ôîðìóëèðîâêà èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé 103Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèåé ïî i:Áàçèñ. Ïðè i = 1 èìååòñÿ âñåãî 4 áóëåâû �óíêöèè îò i àðãóìåíòîâ:f1 òàêàÿ, ÷òî f1(x) = x äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé x, f2 òàêàÿ, ÷òî f2(x) = :xäëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé x, f3 òàêàÿ, ÷òî f3(x) = 0 äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé x,f4 òàêàÿ, ÷òî f4(x) = 1 äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé x: Ýòè �óíêöèè ñîîòâåò-ñòâåííî îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëàìè:X ; :X ; (X&:X); (X _ :X):Èíäóêöèîííûé øàã. Ïóñòü òåîðåìà äîêàçàíà äëÿ áóëåâûõ �óíêöèéîò i àðãóìåíòîâ. �àññìîòðèì �óíêöèþ f îò i+ 1 àðãóìåíòà. Ïðè êàæ-äîì �èêñèðîâàííîì çíà÷åíèè � ïîñëåäíåãî àðãóìåíòà èç ýòîé �óíêöèèïîëó÷àåòñÿ �óíêöèÿ îò i àðãóìåíòîâ, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç f�:Ïóñòü f� îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé ��, ñîäåðæàùåé X1; : : : ; Xi è íå ñîäåð-æàùåé äðóãèõ âûñêàçûâàíèé. Òîãäà �îðìóëà((�0&:Xi+1) _ (�1&Xi+1)) (6)îïðåäåëÿåò f:Äåéñòâèòåëüíî, íà íàáîðå �1 . . . �i�i+1 ïðè �i+1 = 0 çíà÷åíèå f ðàâíîçíà÷åíèþ f0 íà íàáîðå (�1; : : : , �i) è, ïî îïðåäåëåíèþ, ðàâíî çíà÷åíèþ�0 ïðè X1 = �1; : : : ; Xi = �i. Çíà÷åíèå æå �îðìóëû (6) ïðè X1 = �1; : : : ;Xi = �i, Xi+1 = 0 ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì �0:�àññóæäåíèå ïðè �i+1 = 1 àíàëîãè÷íî.Îïðåäåëåíèå 3.1.5 (òàâòîëîãèè). Ôîðìóëà, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷å-íèå 1 ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ âõîäÿùèõ â íåå âûñêàçûâàíèé, íàçûâàåòñÿòîæäåñòâåííî èñòèííîé èëè òàâòîëîãèåé.Ñïðàøèâàåòñÿ, êàêèì îáðàçîì îïèñàòü âñå òàâòîëîãèè.3.2 Ôîðìóëèðîâêà èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèéÈòàê, ìû ðàññìîòðåëè àë�àâèò, ñîäåðæàùèé çíàêè &, _, !, :; ñêîáêèè çíàêè äëÿ âûñêàçûâàíèé. Íåêîòîðûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâýòîãî àë�àâèòà ìû íàçâàëè �îðìóëàìè. Ôîðìóëàì ìû ïðèäàëè íåêîòî-ðûé ñìûñë: �îðìóëû îïðåäåëÿþò áóëåâû �óíêöèè. Íàøåé áëèæàéøåéçàäà÷åé áóäåò îïèñàíèå ìåõàíèçìà, êîòîðûé ïîðîæäàåò âñå òàâòîëîãèè.Äëÿ áîëüøåé íàãëÿäíîñòè �îðìóëèðîâîê, ìû êðîìå �îðìóë áóäåìðàññìàòðèâàòü òàêæå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè �îðìóë è íàçûâàåìûå ñåêâåí-öèÿìè âûðàæåíèÿ âèäà � ` �, ãäå ` � íîâûé ñèìâîë � ñèìâîë ñåêâåí-öèè, � � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, âîçìîæíî ïóñòàÿ, �îðìóë, à � � �îðìó-ëà.



104 3 ËÎ�ÈÊÀ Ï�ÅÄÈÊÀÒÎÂ� íàçûâàåòñÿ ëåâîé ÷àñòüþ ñåêâåíöèè � ` �, à � íàçûâàåòñÿ ïðàâîé÷àñòüþ ñåêâåíöèè � ` �. Ó ñåêâåíöèè ` � ëåâàÿ ÷àñòü ïóñòà.Âûñêàçûâàíèå âõîäèò â ñåêâåíöèþ, åñëè îíî âõîäèò â ëåâóþ èëè ïðà-âóþ ÷àñòü ýòîé ñåêâåíöèè. Âûñêàçûâàíèå âõîäèò â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü�îðìóë, åñëè îíî âõîäèò â îäíó èç �îðìóë ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.Åñëè �îðìóëû îïðåäåëÿëè áóëåâû �óíêöèè, òî ñåêâåíöèè � ýòî çà-ïèñè íåêîòîðûõ óòâåðæäåíèé î áóëåâûõ �óíêöèÿõ.Îïðåäåëåíèå 3.2.1 (èñòèííîñòè ñåêâåíöèè). Ñêàæåì, ÷òî ñåêâåí-öèÿ èñòèííà, åñëè ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ âõîäÿùèõ â íåå âûñêàçûâàíèéèç òîãî, ÷òî âñå �îðìóëû, âõîäÿùèå â ëåâóþ ÷àñòü ñåêâåíöèè, ïîëó÷è-ëè çíà÷åíèå 1 (ñòàëè èñòèííûìè, êàê ìû áóäåì ãîâîðèòü), �îðìóëà,ñòîÿùàÿ â ïðàâîé ÷àñòè ñåêâåíöèè, òîæå ñòàëà èñòèííîé. Ñåêâåíöèÿñ ïóñòîé ëåâîé ÷àñòüþ èñòèííà, åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü � òîæäåñòâåííîèñòèííàÿ �îðìóëà. Îñòàëüíûå ñåêâåíöèè íàçîâåì ëîæíûìè.Íàïðèìåð, ñåêâåíöèÿ(A! B) (B ! C) (C ! X) ` (A! X)èñòèííà.Äåéñòâèòåëüíî, åñëè A ëîæíà, òî (A ! X) èñòèííà. Åñëè æå (A !B); (B ! C), (C ! X) è A èñòèííû, òî ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àåì,÷òî B, C òîæå èñòèííû, çíà÷èò, è X èñòèííî, à òîãäà è (A ! X) òîæåèñòèííà.Íàïðîòèâ, ñåêâåíöèÿ (X _ (Y ! X)) ` Zëîæíà. Íàïðèìåð, ïðè X = 1, Y = 0, Z = 0 ëåâàÿ ÷àñòü åå ðàâíà 1, àïðàâàÿ ðàâíà 0.Ëåãêî, êîíå÷íî, çàìåòèòü, ÷òî èñòèííîñòü ñåêâåíöèè�1 �2 : : :�s ` �ðàâíîñèëüíà òîìó, ÷òî �îðìóëà(�1 ! (�2 ! (: : : (�s ! �) : : : )))ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé.Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ëþáàÿ ñåêâåíöèÿ âèäà � ` �, ãäå � � �îðìóëà,èñòèííà.



3.2 Ôîðìóëèðîâêà èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé 105Îïðåäåëåíèå 3.2.2 (àêñèîìû). Ñåêâåíöèè âèäà � ` �, ãäå � � �îð-ìóëà, íàçîâåì àêñèîìàìè.Îïðåäåëåíèå 3.2.3 (ñõåì ãëàâíûõ ïðàâèë âûâîäà). Ñëåäóþùèåñõåìû çàäàþò ïðàâèëà ââåäåíèÿ è óäàëåíèÿ:Ââåäåíèå Óäàëåíèå& � ` � � ` 	� ` (�&	) � ` (�&	)� ` � � ` (�&	)� ` 	_ � ` �� ` (� _	) � ` 	� ` (� _	) � ` (� _	) �� ` � �	 ` �� ` �! �� ` 	� ` (�! 	) � ` (�! 	) � ` �� ` 	Âñåãî â ýòîé òàáëèöå ñîáðàíî 8 ñõåì ïðàâèë âûâîäà. Ìû èõ íóìåðóåìïî ñòðî÷êàì, íà÷èíàÿ ñ ïåðâîé ñòðîêè. Íàïðèìåð, ñõåìû� ` (�&	)� ` 	 ;� ` 	� ` (� _	)èìåþò íîìåðà 3 è 5, ñîîòâåòñòâåííî.Îáîçíà÷åíèå ñõåìû íà÷èíàåòñÿ ñ îáîçíà÷åíèÿ åå ñòðîêè. Ñõåìû, ñòî-ÿùèå â ïåðâîì ñòîëáöå, èìåþò äîïîëíèòåëüíîå îáîçíà÷åíèå ââ, à ñõåìûèç âòîðîãî ñòîëáöà � óä. Ìåæäó äâóìÿ ÷àñòÿìè îáîçíà÷åíèÿ ñòàâèò-ñÿ äå�èñ. Òàêèì îáðàçîì, ñõåìà 7 èìååò îáîçíà÷åíèå !-ââ, à ñõåìà 6� _-óä. Çàìåòèì, ÷òî ñõåìû 2 è 3 èìåþò îäíî è òî æå îáîçíà÷åíèå.Îáîçíà÷åíèÿ ñõåì 4 è 5 òîæå ñîâïàäàþò.Â ýòèõ ñõåìàõ 1�8 è â ñëåäóþùèõ 9�11, �, � � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè(âîçìîæíî, ïóñòûå) �îðìóë, à �, 	, � � �îðìóëû.Îïðåäåëåíèå 3.2.4 (ñõåìû 9 ïðàâèë âûâîäà îò ïðîòèâíîãî).�:� ` 	 �:� ` :	� ` �



106 3 ËÎ�ÈÊÀ Ï�ÅÄÈÊÀÒÎÂÎïðåäåëåíèå 3.2.5 (äîïîëíèòåëüíûõ ñõåì 10 è 11).� ` ��	 ` ���	� ` ��	�� ` �Äëÿ ñõåìû 9 ìû èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå íå èëè :; ñõåìó 10 íàçû-âàåì óòîí÷åíèåì è îáîçíà÷àåì ÷åðåç óò, à ñõåìó 11 � ïåðåñòàíîâêîé èîáîçíà÷àåì ÷åðåç ïåð.Ñõåìû 2, 3, 4, 5, 7, 10, 11 � îäíîïîñûëî÷íûå ñõåìû; 1, 8, 9 � äâóõ-ïîñûëî÷íûå ñõåìû; à 6 � òðåõïîñûëî÷íàÿ.Îïðåäåëåíèå 3.2.6 (ïðàâèëà âûâîäà). Âûáåðåì â êà÷åñòâå �, �íåêîòîðûå êîíêðåòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè �îðìóë (âîçìîæíî, ïó-ñòûå), à â êà÷åñòâå �, 	, � � êîíêðåòíûå �îðìóëû. Ïîñëå òàêîãîâûáîðà ïîäñòàâèì â ñõåìó âûáðàííîãî íîìåðà âìåñòî �, �, �, 	, �èõ âûáðàííûå çíà÷åíèÿ. Ïîëó÷èì �èãóðó, íàä ÷åðòîé êîòîðîé ñòîÿòîäíà, äâå, èëè òðè ñåêâåíöèè (â çàâèñèìîñòè îò âûáðàííîãî íîìåðàñõåìû), à ïîä ÷åðòîé � îäíà ñåêâåíöèÿ. Ïîëó÷åííóþ �èãóðó íàçîâåìïðàâèëîì âûâîäà. Ñêàæåì, ÷òî ñåêâåíöèÿ, ñòîÿùàÿ ïîä ÷åðòîé, ïîëó-÷àåòñÿ èç ñåêâåíöèé, ñòîÿùèõ íàä ÷åðòîé, ïî ýòîìó ïðàâèëó âûâîäà.Íàïðèìåð, ñåêâåíöèÿ (A! B) ` (A! B)ïîëó÷àåòñÿ èç ñåêâåíöèè (A! B) A ` Bïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó âûâîäà. Íàäî â ñõåìå 7 â êà÷åñòâå � âçÿòü(A! B) è â êà÷åñòâå � âçÿòü A, à â êà÷åñòâå 	 âçÿòü B:Îïðåäåëåíèå 3.2.7 (äîêàçàòåëüñòâà). Äîêàçàòåëüñòâîì íàçûâàåò-ñÿ êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñåêâåíöèé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ëèáîÿâëÿåòñÿ àêñèîìîé, ëèáî ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäûäóùèõ ñåêâåíöèé òîéæå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïî ïðàâèëó âûâîäà. Äîêàçàòåëüñòâî ÿâëÿåò-ñÿ äîêàçàòåëüñòâîì ñâîåé ïîñëåäíåé ñåêâåíöèè. Ñåêâåíöèÿ íàçûâàåòñÿäîêàçóåìîé èëè òåîðåìîé), åñëè îíà èìååò äîêàçàòåëüñòâî.Çàìåòèì, ÷òî åñëè ê äîêàçàòåëüñòâó ïðèïèñàòü (ñïðàâà èëè ñëåâà)äîêàçàòåëüñòâî, òî ñíîâà ïîëó÷èì äîêàçàòåëüñòâî.



3.2 Ôîðìóëèðîâêà èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé 107Ïðèìåð 3.2.1 (äîêàçàòåëüñòâà).Ìû áóäåì ïðèâîäèòü äîêàçàòåëüñòâà âìåñòå ñ èõ àíàëèçîì. Àíà-ëèç äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â óêàçàíèè, ïî êàêîé ñõåìå è èç êàêèõïðåäûäóùèõ ñåêâåíöèé ïîëó÷åíà äàííàÿ ñåêâåíöèÿ. Ýòî óêàçàíèå äàåò-ñÿ â ñêîáêàõ ïîñëå êàæäîé ñåêâåíöèè. Ñõåìà óêàçûâàåòñÿ ñâîèì îáî-çíà÷åíèåì, ïðåäûäóùèå ñåêâåíöèè � ñâîèìè íîìåðàìè. Åñëè ñåêâåíöèÿâêëþ÷àåòñÿ â äîêàçàòåëüñòâî êàê àêñèîìà, óêàçàíèå èìååò âèä: (àêñ).Ìû íå áóäåì â àíàëèçå óêàçûâàòü, êàêèì îáðàçîì äàííîå ïðàâèëî âûâî-äà ïîëó÷åíî èç óêàçàííîé ñõåìû. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû íå óêàçûâàåì,÷òî âûáèðàòü â êà÷åñòâå �, �, �, 	, �.1. A ` A (àêñ)2. B ` B (àêñ)3. AB ` A (óò,1)4. BA ` B (óò,2)5. AB ` B (ïåð.4)6. AB ` (A&B) (&-ââ, 3, 5)Áîëåå íàãëÿäíûé ñïîñîá èçîáðàæåíèÿ äîêàçàòåëüñòâ � ýòî äåðåâüÿäîêàçàòåëüñòâ. Â êîðíå òàêîãî äåðåâà íàõîäèòñÿ äîêàçóåìàÿ ñåêâåíöèÿ,à ñåêâåíöèÿ, ìåòÿùàÿ âåðøèíó, ïîëó÷àåòñÿ èç ñåêâåíöèé, ìåòÿùèõ íåïî-ñðåäñòâåííûõ ïðåäêîâ ýòîé âåðøèíû, ïî îäíîìó èç ïðàâèë âûâîäà. Âè-ñÿ÷èå âåðøèíû ïðè ýòîì ìåòÿòñÿ àêñèîìàìè.Îïðåäåëåíèå 3.2.8 (äåðåâà äîêàçàòåëüñòâà).à). Ôèãóðà, ñîñòîÿùàÿ èç îäíîé ñåêâåíöèè, íàçûâàåòñÿ äåðåâîì.Ýòà ñåêâåíöèÿ íàçûâàåòñÿ êîðíåì ýòîãî äåðåâà è âèñÿ÷åé âåðøèíîéýòîãî äåðåâà. Âûñîòà ýòîãî äåðåâà ðàâíà 0.á). Åñëè �1 �2
ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëîì âûâîäà, D1 è D2 � äåðåâüÿ, êîðíÿìè êîòîðûõ ÿâ-ëÿþòñÿ ñåêâåíöèè �1 è �2, òî �èãóðà
D1 D2íàçûâàåòñÿ äåðåâîì ñ êîðíåì 
. Âèñÿ÷èìè âåðøèíàìè ýòîãî äåðåâà ÿâ-ëÿþòñÿ âèñÿ÷èå âåðøèíû D1 è D2 è òîëüêî îíè. Âûñîòà ýòîãî äåðåâàk + 1, ãäå k � íàèáîëüøàÿ èç âûñîò äåðåâüåâ D1 è D2:â). Åñëè �




108 3 ËÎ�ÈÊÀ Ï�ÅÄÈÊÀÒÎÂÿâëÿåòñÿ ïðàâèëîì âûâîäà, D1 � äåðåâî, êîðíåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿñåêâåíöèè �, òî �èãóðà 
D1íàçûâàåòñÿ äåðåâîì ñ êîðíåì 
. Âèñÿ÷èìè âåðøèíàìè ýòîãî äåðåâàÿâëÿþòñÿ âèñÿ÷èå âåðøèíû D1 è òîëüêî îíè. Âûñîòà ýòîãî äåðåâàk + 1, ãäå k � âûñîòà äåðåâà D1.ã). Åñëè �1 �2 �3
ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëîì âûâîäà, D1, D2 è D3 � äåðåâüÿ, êîðíÿìè êîòîðûõÿâëÿþòñÿ ñåêâåíöèè �1, �2 è �3, òî �èãóðà
D1 D2 D3íàçûâàåòñÿ äåðåâîì ñ êîðíåì 
. Âèñÿ÷èìè âåðøèíàìè ýòîãî äåðåâàÿâëÿþòñÿ âèñÿ÷èå âåðøèíû D1, D2 è D3 è òîëüêî îíè. Âûñîòà ýòîãîäåðåâà k + 1, ãäå k � íàèáîëüøàÿ èç âûñîò äåðåâüåâ D1, D2 è D3:ä). Íåêîòîðàÿ âåùü ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëèýòî ìîæíî äîêàçàòü, èñïîëüçóÿ ïóíêòû à)�ã) îïðåäåëåíèÿ 3.2.8.Äåðåâî íàçûâàåòñÿ äåðåâîì äîêàçàòåëüñòâà, åñëè âñå åãî âèñÿ÷èåâåðøèíû � àêñèîìû.Îäíà è òà æå ñåêâåíöèÿ ìîæåò íåñêîëüêî ðàç âñòðå÷àòüñÿ â äåðåâå,íàïðèìåð, âõîäèòü â êà÷åñòâå âåðøèíû è åùå ãäå-òî.Òåîðåìà 3.2 (êîìïîçèöèÿ äåðåâüåâ). Åñëè D � äåðåâî ñ êîðíåì �,à D2 ïîëó÷àåòñÿ èç äåðåâà D1 çàìåíîé âèñÿ÷åé âåðøèíû � íà äåðåâîD; òî D2 � äåðåâî.Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèåé ïî âûñîòå äåðåâà D1: Åñëè âûñîòà ðàâíà0, òî D2 åñòü D: Â îáùåì ñëó÷àå D1 èìååò îäèí èç âèäîâ�0D0 ; �0D0 D00 ; �0D0 D00 D000Äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ïóñòü ðàññìàòðèâàåìàÿ âèñÿ÷àÿ âåðøèíà âõî-äèò â D0: Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ, åñëè åå â D0 çàìåíèòü íàD; òî ïîëó÷èì èç D0 äåðåâî D02: Íî D2 åñòü ñîîòâåòñòâåííî�0D02 ; �0D02 D00 ; �0D02 D00 D000Ïî îïðåäåëåíèþ, D2 åñòü äåðåâî.



3.2 Ôîðìóëèðîâêà èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé 109Òåîðåìà 3.3 (êðèòåðèé äîêàçóåìîñòè ñåêâåíöèè). Ñåêâåíöèÿ òî-ãäà è òîëüêî òîãäà ÿâëÿåòñÿ òåîðåìîé, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ êîðíåìíåêîòîðîãî äåðåâà äîêàçàòåëüñòâà.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñåêâåíöèÿ ÿâëÿåòñÿ òåîðåìîé. Òîãäà èìååòñÿäîêàçàòåëüñòâî �1 : : : �s, ïîñëåäíÿÿ ñåêâåíöèÿ êîòîðîãî � ýòî ðàññìàò-ðèâàåìàÿ ñåêâåíöèÿ. Èíäóêöèåé ïî s äîêàæåì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿñåêâåíöèÿ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì íåêîòîðîãî äåðåâà äîêàçàòåëüñòâà.Åñëè s = 1; òî �s ÿâëÿåòñÿ àêñèîìîé è êîðíåì äåðåâà äîêàçàòåëüñòâà.Åñëè �s åñòü àêñèîìà,òî îíà ÿâëÿåòñÿ êîðíåì äåðåâà äîêàçàòåëüñòâà(ÿâëÿþùåãîñÿ ýòîé àêñèîìîé). Åñëè æå �s ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäûäóùèõñåêâåíöèé ðàññìàòðèâàåìîãî äîêàçàòåëüñòâà ïî ïðàâèëó âûâîäà, òî ýòèïðåäûäóùèå ñåêâåíöèè, ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ, ÿâëÿþòñÿêîðíÿìè íåêîòîðûõ äåðåâüåâ äîêàçàòåëüñòâà. Ôèãóðà, íàä ÷åðòîé êî-òîðîé ñòîèò �s, à ïîä ÷åðòîé � ýòè äåðåâüÿ äîêàçàòåëüñòâà, ÿâëÿåòñÿäåðåâîì äîêàçàòåëüñòâà ñ êîðíåì �s.Ïóñòü ñåêâåíöèÿ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì íåêîòîðîãî äåðåâà äîêàçàòåëüñòâà.Èíäóêöèåé ïî âûñîòå ýòîãî äåðåâà äîêàæåì, ÷òî ýòà ñåêâåíöèÿ ÿâëÿåòñÿòåîðåìîé.Åñëè âûñîòà ýòîãî äåðåâà ðàâíà 0, òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ñåêâåíöèÿåñòü àêñèîìà. Åñëè âûñîòà ýòîãî äåðåâà ïîëîæèòåëüíà, òî ðàññìàòðè-âàåìàÿ ñåêâåíöèÿ ïîëó÷àåòñÿ ïî ïðàâèëó âûâîäà èç ñåêâåíöèé, êàæäàÿèç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì äåðåâà äîêàçàòåëüñòâà ìåíüøåé âûñîòû.Ïîýòîìó ýòè ñåêâåíöèè � òåîðåìû, à ðàññìàòðèâàåìàÿ ñåêâåíöèÿ ïîëó-÷àåòñÿ ïî ïðàâèëó âûâîäà èç òåîðåì. Åñëè íàïèñàòü ïîñëåäîâàòåëüíîäîêàçàòåëüñòâà ýòèõ òåîðåì, à â çàêëþ÷åíèå ðàññìàòðèâàåìóþ ñåêâåí-öèþ, òî ïîëó÷èì äîêàçàòåëüñòâî ðàññìàòðèâàåìîé ñåêâåíöèè.Ñëåäñòâèå 3.4. Åñëè ñåêâåíöèÿ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì äåðåâà, âñå âèñÿ÷èåâåðøèíû êîòîðîãî � äîêàçóåìûå ñåêâåíöèè, òî ýòà ñåêâåíöèÿ òîæåäîêàçóåìà.Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóåì òåîðåìû 3.3 è 3.2.Ïðèìåð 3.2.2 (äåðåâà äîêàçàòåëüñòâà).A B ` (A&B)A B ` Aàêñ A ` A óò A B ` BB A ` BB ` B àêñ óò ïåð &� ââ



110 3 ËÎ�ÈÊÀ Ï�ÅÄÈÊÀÒÎÂÏðèìåð 3.2.3 (äåðåâà äîêàçàòåëüñòâà).Çàìåòèì, ÷òî ñåêâåíöèÿ ` (A_:A) äîêàçóåìà. Ïóñòü � îáîçíà÷à-åò �îðìóëó :(A_:A); � îáîçíà÷àåò �îðìóëó (A_:A) è 	 îáîçíà÷àåò�îðìóëó ::A. Ñëåäóþùåå äåðåâî ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì äîêàçàòåëüñòâà.` � ::� ` A : :� ` :A :� :A ` � ïåð � :A ` � óò � 	 ` � ïåð � 	 ` � óò:A � ` � óò � ` � àêñ 	 � ` � óò � ` � àêñ:A ` � _�ââ 	 ` � _�ââ:A ` :A àêñ 	 ` A :	 :A ` :A ïåð 	 :A ` 	 óò:A 	 ` :A óò 	 ` 	 àêñ:A ` :A àêñ3.3 Ïîëíîòà èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèÿÒåîðåìà 3.5 (èñòèííîñòü äîêàçóåìûõ ñåêâåíöèé).Âñå äîêàçóåìûå ñåêâåíöèè èñòèííû.Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèåé ïî äëèíå äîêàçàòåëüñòâà ñåêâåíöèè.Åñëè äëèíà ðàâíà 0, òî ñåêâåíöèÿ � àêñèîìà, à âñå àêñèîìû èñòèí-íû. Åñëè ñåêâåíöèè �1, �2 è �3 èñòèííû, à ñåêâåíöèÿ � ïîëó÷àåòñÿ èçíåêîòîðûõ èç íèõ ïî ïðàâèëó âûâîäà, òî � òîæå èñòèííà. Ïðîâåðêà ýòî-ãî óòâåðæäåíèÿ ñâîäèòñÿ ê ðàçáîðó 11 ñëó÷àåâ â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ïîêàêîé ñõåìå ïîëó÷àåòñÿ ðàññìàòðèâàåìîå ïðàâèëî âûâîäà. �àññìîòðå-íèå äîïîëíèòåëüíûõ ñõåì î÷åíü ïðîñòî, êàê è ðàññìîòðåíèå íåêîòîðûõãëàâíûõ ñõåì. Ïîýòîìó ìû ðàññìîòðèì òîëüêî ñõåìû 6, 7, 8, 9. Ïóñòüïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ âõîäÿùèõ â �, �, 	, � âûñêàçûâàíèé âñå �îð-ìóëû èç � èñòèííû.Ñõåìà 6. Ëèáî èñòèííà �îðìóëà �, ëèáî èñòèííà �îðìóëà 	, òàêêàê ñåêâåíöèÿ � ` (� _ 	) èñòèííà. Â ïåðâîì ñëó÷àå èç èñòèííîñòè� � ` � ñëåäóåò, ÷òî èñòèííà�, âî âòîðîì ñëó÷àå èç èñòèííîñòè � 	 ` �ñëåäóåò, ÷òî èñòèííà �.Ñõåìà 7. Åñëè � ëîæíà, òî (� ! 	) èñòèííà. Åñëè æå � èñòèííà,òî 	 òîæå èñòèííà, òàê êàê � � ` 	 èñòèííà. Çíà÷èò, (� ! 	) òîæåèñòèííà.Ñõåìà 8. Èç èñòèííîñòè � ` � ñëåäóåò, ÷òî � èñòèííà. Ïîýòîìóèç èñòèííîñòè � ` (� ! 	) ñëåäóåò, ÷òî (� ! 	) è, çíà÷èò, 	 òîæåèñòèííà.Ñõåìà 9. Èç èñòèííîñòè :� ñëåäóåò, ÷òî è 	, è :	 èñòèííû, à ýòîíåâîçìîæíî. Ïîýòîìó èñòèííà �.



3.3 Ïîëíîòà èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèÿ 111Îïðåäåëåíèå 3.3.1. Ïóñòü f�1g& åñòü �1 è f�1 : : :�i�i+1g& åñòü(f�1 : : :�ig&&�i+1):Ëåììà 3.6. à). Ñåêâåíöèÿ �1 : : :�s ` � òîãäà è òîëüêî òîãäà äîêàçó-åìà, êîãäà äîêàçóåìà ñåêâåíöèÿ` (f�1 : : :�sg& ! �):á). Ïåðâàÿ èç ýòèõ ñåêâåíöèé òîãäà è òîëüêî òîãäà èñòèííà,êîãäàèñòèííà âòîðàÿ.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäâàðèòåëüíî èíäóêöèåé ïî s äîêàçûâàåì äîêàçó-åìîñòü ñåêâåíöèè �1 : : :�s ` f�1 : : :�sg&:Ïðè s = 1 ýòà ñåêâåíöèÿ ÿâëÿåòñÿ àêñèîìîé. Ïóñòü ýòà ñåêâåíöèÿäîêàçóåìà. Ïóñòü 	 îáîçíà÷àåò �1 : : :�s. Òîãäà çàìåíÿÿ â �èãóðå	 � ` f	 �g& &�ââ	 � ` f	g& óò 	 � ` � ïåð	 ` f	g& : : :: : : ïåð� 	 ` � óò: : :: : : óò� ` � àêñëåâóþ âèñÿ÷óþ âåðøèíó íà äåðåâî äîêàçàòåëüñòâà ñ òàêèì æå êîðíåì,ïîëó÷èì íóæíîå äåðåâî äîêàçàòåëüñòâà.à). Äîêàçûâàåì èíäóêöèåé ïî s: Ïðè s = 1 èç äîêàçóåìîñòè �1 ` �ñëåäóåò, ÷òî â �èãóðå ` (�1 ! �)�1 ` � ! �âââèñÿ÷óþ âåðøèíó ìîæíî çàìåíèòü íà äåðåâî äîêàçàòåëüñòâà. Íàîáîðîò,èç äîêàçóåìîñòè ` (�1 ! �) ñëåäóåò, ÷òî â �èãóðå�1 ` ��1 ` (�1 ! �)` (�1 ! �) óò �1 ` �1 àêñ ! �óäëåâóþ âèñÿ÷óþ âåðøèíó ìîæíî çàìåíèòü íà äåðåâî äîêàçàòåëüñòâà ñòàêèì æå êîðíåì.



112 3 ËÎ�ÈÊÀ Ï�ÅÄÈÊÀÒÎÂÏóñòü à) äîêàçàíî äëÿ s: Ïóñòü äîêàçóåìà ñåêâåíöèÿ�1 : : :�s�s+1 ` �:Òîãäà äîêàçóåìà ñåêâåíöèÿ�1 : : :�s ` (�s+1 ! �):Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ, äîêàçóåìà ñåêâåíöèÿ` (f�1 : : :�sg& ! (�s+1 ! �)):Ïóñòü � îáîçíà÷àåò �1 : : :�s è � îáîçíà÷àåò f�1 : : :�s �s+1g. Çàìåíÿÿâ �èãóðå ` (�& ! �)�& ` ��& ` (�s+1 ! �) �& ` �s+1�& ` �&àêñ&� óä ! �óä ! �ââëåâóþ âèñÿ÷óþ âåðøèíó íà äåðåâî�& ` (�s+1 ! �)�& ` (f�g& ! (�s+1 ! �))` (f�g& ! (�s+1 ! �)) óò �& ` f�g&�& ` �& àêñ&� óä ! �óäè çàòåì â ïîëó÷åííîì äåðåâå çàìåíÿÿ ëåâóþ âèñÿ÷óþ âåðøèíó íà äå-ðåâî äîêàçàòåëüñòâà ñ òàêèì æå êîðíåì, ïîëó÷èì íóæíîå äåðåâî äîêà-çàòåëüñòâà.Ïóñòü ñåêâåíöèÿ ` (f� �s+1g& ! �)äîêàçóåìà. Â äåðåâå � �s+1 ` �� �s+1 ` f� �s+1g& � �s+1 ` (f� �s+1g& ! �)` (f� �s+1g& ! �) óò : : :óò ! �óäâèñÿ÷èå âåðøèíû � äîêàçóåìûå ñåêâåíöèè. Ïîýòîìó êîðåíü ýòîãî äåðå-âà òîæå äîêàçóåì.á). Î÷åâèäíî.Îïðåäåëåíèå 3.3.2 (ýêâèâàëåíòíîñòè �îðìóë). Ôîðìóëû � è 	íàçîâåì ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îáå ñåêâåíöèè � ` 	 è 	 ` � äîêàçó-åìû. Ôîðìóëó � íàçîâåì äîêàçóåìîé, åñëè ñåêâåíöèÿ ` � äîêàçóåìà.Ïèøåì � � 	, åñëè �îðìóëû � è 	 ýêâèâàëåíòíû.



3.3 Ïîëíîòà èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèÿ 113Ëåììà 3.7 (îá ýêâèâàëåíòíîñòè �îðìóë).à). Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè �îðìóë ðå�ëåêñèâíî, òðàíçèòèâ-íî è ñèììåòðè÷íî. Çíà÷èò, îíî äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíè-åì ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå �îðìóë.á). Åñëè îäíà èç ýêâèâàëåíòíûõ �îðìóë òîæäåñòâåííî èñòèííà,òî äðóãàÿ òîæå òîæäåñòâåííî èñòèííà.â). Åñëè îäíà èç ýêâèâàëåíòíûõ �îðìóë äîêàçóåìà, òî äðóãàÿ òîæåäîêàçóåìà.Äîêàçàòåëüñòâî.à). Òàê êàê � ` � äîêàçóåìà, òî îòíîøåíèå � ðå�ëåêñèâíî.Åñëè � � 	 è 	 � �, òî � ` 	 è 	 ` � äîêàçóåìû. Ïîýòîìó, çàìåíÿÿâèñÿ÷èå âåðøèíû â �èãóðå � ` �� ` (	! �)` (	! �)	 ` � ! �ââ óò � ` 	 ! �óäíà äåðåâüÿ äîêàçàòåëüñòâà ñ òàêèìè æå êîðíÿìè, ïîëó÷èì äåðåâî äî-êàçàòåëüñòâà ñ êîðíåì � ` �. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ äîêàçóåìîñòüñåêâåíöèè � ` �. Çíà÷èò, îòíîøåíèå � òðàíçèòèâíî.Ñèììåòðè÷íîñòü ýòîãî îòíîøåíèÿ î÷åâèäíà.á). Èç ýêâèâàëåíòíîñòè � è 	 ñëåäóåò äîêàçóåìîñòü ` (� ! 	).Ïîýòîìó �îðìóëà (� ! 	) òîæäåñòâåííî èñòèííà (òåîðåìà 1). Åñëèåùå è � òîæäåñòâåííî èñòèííà, òî 	 òîæå òîæäåñòâåííî èñòèííà.â). Ïóñòü ` � è � ` 	 äîêàçóåìû. Çàìåíèì â �èãóðå` 	` (�! 	)� ` 	 ! �ââ ` � ! �óäâèñÿ÷èå âåðøèíû íà äåðåâüÿ äîêàçàòåëüñòâà ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè êîð-íÿìè. Ïîëó÷èì äåðåâî äîêàçàòåëüñòâî ñåêâåíöèè ` 	.Ëåììà 3.8 (î çàìåíå).Ïóñòü � � 	. Òîãäàà). (�&�) � (	&�),á). (�&�) � (�&	),â). (� _�) � (	 _�),ã). (� _�) � (� _	),ä). :� � :	.



114 3 ËÎ�ÈÊÀ Ï�ÅÄÈÊÀÒÎÂÄîêàçàòåëüñòâî. à). Ïóñòü � îáîçíà÷àåò (�&�).� ` (	&�)� ` 	� ` (�! 	)` (�! 	)� ` 	 ! �ââóò � ` �� ` � àêñ&� óä ! �óä � ` �� ` � àêñ&� óä&� ââ
á). Äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.â). Ïóñòü � îáîçíà÷àåò (� _�).� ` (	 _�)� ` � àêñ � � ` (	 _�)� � ` (	 _�)� ` (	 _�)� ` 	 _ �ââóòïåð � � ` (	 _�)� � ` (	 _�)� ` (	 _�)� ` � àêñ _ �ââóòïåð _ �óäã). Äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.ä). :� ` :	:� ::	 ` �::	 :� ` �::	 ` �::	 ` 	 ::	 ` (	! �)` (	! �)	 ` � ! �ââóò ! �óäóòïåð :� ::	 ` :�:� ` :� àêñ óò:

Ëåììà äîêàçàíà.Ëåììà 3.9 (áóëåâû ýêâèâàëåíòíîñòè).1). (	! �) � (:	 _�);2). (	&�) � (�&	);3). (	 _�) � (� _	);4). ((	&�)&�) � (	&(�&�));5). ((	 _�) _�) � (	 _ (� _ �));6). ((	&�) _ �) � ((	 _ �)&(� _ �));7). ((	 _�)&�) � ((	&�) _ (�&�));8). :(	&�) � (:	 _ :�);9). :(	 _�) � (:	&:�);10). ::� � �.



3.3 Ïîëíîòà èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèÿ 115Äîêàçàòåëüñòâî.1). Äîêàæåì ïåðâóþ ñåêâåíöèþ. Ïóñòü � îáîçíà÷àåò(	! �) :(:	 _�);� îáîçíà÷àåò (	! �) è � îáîçíà÷àåò :(:	 _�).Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (	! �) ` (:	 _�)ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñëåäóþùèå äâå ñåêâåíöèè.Â äîêàçàòåëüñòâå ïåðâîé ñåêâåíöèè èç ýòèõ äâóõ ñàìûì âåðõíèì ïðà-âèëîì ÿâëÿåòñÿ óäàëåíèå èìïëèêàöèè.(	! �) :(:	 _�) ` �� ` (	! �)� ` � àêñ óò � ` 	:(:	 _�) ` 	� :	 ` (:	 _�):	 ` (:	 _�):	 ` :	àêñ _ �ââïåð óò � :	 ` �� ` � àêñóò:ïåð óò
(	! �) :(:	 _�) ` :�� ` :�� ::� ` (:	 _�)::� ` (:	 _�)::� ` � _ �ââïåð óò � ::� ` :(:	 _�)� ` � àêñ óò:ïåð óòÄîêàæåì âòîðóþ ñåêâåíöèþ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà(:	 _�) ` (	! �)âîñïîëüçóåìñÿ ïðàâèëîì óäàëåíèÿ èìïëèêàöèè. Íóæíî äîêàçàòü ñëåäó-þùèå òðè ñåêâåíöèè.(:	 _�) ` (:	 _�) (àêñèîìà)(:	 _�) :	 ` (	! �):	 ` (	! �):	 	 ` �:	 	 :� ` 	 :	 	 :� ` :	: ! �ââïåð óò



116 3 ËÎ�ÈÊÀ Ï�ÅÄÈÊÀÒÎÂ(:	 _�) � ` (	! �)(:	 _�) � 	 ` � ! �ââÏóíêòû 2)�7), 9) è 10) ïðåäîñòàâëÿåòñÿ äîêàçàòü ÷èòàòåëþ ñàìîñòî-ÿòåëüíî.8). Äîêàæåì ïåðâóþ ñåêâåíöèþ. Ïóñòü � îáîçíà÷àåò :(:	 _ :�) è� îáîçíà÷àåò :(	&�). � ` (:	 _ :�)� � ` (	&�)� ` (	&�)� ` 	� :	 ` (:	 _ :�):	 ` (:	 _ :�):	 ` :	 àêñ _ �ââïåð óò � :	 ` �: � ` �&� ââïåð óò � � ` �:
Äðóãàÿ ñåêâåíöèÿ ïîä ÷åðòîé ïðàâèëà &-ââåäåíèÿ äîêàçûâàåòñÿ àíà-ëîãè÷íî. Ýòó ñåêâåíöèþ ìû äîêàçûâàòü íå áóäåì.Äîêàæåì âòîðóþ ñåêâåíöèþ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà(:	 _ :�) ` :(	&�)ïðèìåíèì ïðàâèëî óäàëåíèÿ äèçúþíêöèè. Íàäî áóäåò äîêàçàòü òðè ñå-êâåíöèè, ïåðâàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ àêñèîìîé(:	 _ :�) ` (:	 _ :�);à òðåòüÿ (:	 _ :�) :� ` :(	&�)äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî âòîðîé. Äîêàæåì òîëüêî âòîðóþ èç ýòèõ ñå-êâåíöèé. (:	 _ :�) :	 ` :(	&�):	 ` :(	&�):	 ::(	&�) ` 	::(	&�) ` 	::(	&�) ` (	&�)&� óäïåð óò :	 ::(	&�) ` :	:ïåð óòËåììà äîêàçàíà.Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñîêðàùåíèÿ: ýä � äëÿ ýëåìåíòàðíîé äèçúþíê-öèè, ýê � äëÿ ýëåìåíòàðíîé êîíúþíêöèè, äí� è êí� � äëÿ äèçúþíê-òèâíîé è êîíúþíêòèâíîé íîðìàëüíûõ �îðì ñîîòâåòñòâåííî.



3.3 Ïîëíîòà èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèÿ 117Îïðåäåëåíèå 3.3.3 (ýëåìåíòàðíîé êîíúþíêöèè).à). Êàæäîå âûñêàçûâàíèå è îòðèöàíèå êàæäîãî âûñêàçûâàíèÿ ÿâ-ëÿþòñÿ ýê. Òàêàÿ ýê èìååò åäèíñòâåííûé ÷ëåí, ñîâïàäàþùèé ñ íåéñàìîé.á). Åñëè K1 è K2 � ýê, òî (K1&K2) � òîæå ýê.×ëåíû (K1&K2) � ýòî ÷ëåíû K1 è ÷ëåíû K2.â). Êàæäàÿ âåùü ÿâëÿåòñÿ ýê òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ýòî ìîæ-íî äîêàçàòü, èñïîëüçóÿ ïóíêòû à) è á) ýòîãî îïðåäåëåíèÿ.Îïðåäåëåíèå 3.3.4 (äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé �îðìû).à). Êàæäàÿ ýê ÿâëÿåòñÿ äí�. Îíà ñàìà ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûìñâîèì ÷ëåíîì.á). Åñëè D1 è D2 � äí�, òî (D1 _D2) � òîæå äí�.×ëåíû (D1 _D2) � ýòî ÷ëåíû D1 è ÷ëåíû D2:â). Êàæäàÿ âåùü ÿâëÿåòñÿ äí� òîëüêî â òîì ñëó÷àå,åñëè ýòî ìîæ-íî äîêàçàòü, èñïîëüçóÿ ïóíêòû à) è á) ýòîãî îïðåäåëåíèÿ.Îïðåäåëåíèå 3.3.5 (ýëåìåíòàðíîé äèçúþíêöèè è êí�). Çàìåíÿÿâ îïðåäåëåíèè ýê & íà _ è ýê íà ýä, ïîëó÷èì îïðåäåëåíèå ýä. Çàìåíÿÿâ îïðåäåëåíèè äí� _ íà &, ýê íà ýä è äí� íà êí�, ïîëó÷èì îïðåäåëåíèåêí�.Òåîðåìà 3.10 (î ñóùåñòâîâàíèè êí�). Äëÿ êàæäîé �îðìóëû ñó-ùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíàÿ åé êí�.Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèåé ïî �óíêöèîíàëüíîé ñëîæíîñòè �îðìóëû.Åñëè �óíêöèîíàëüíàÿ ñëîæíîñòü ðàâíà 0, òî �îðìóëà åñòü âûñêàçûâà-íèå è êí�. Â îáùåì ñëó÷àå �îðìóëà èìååò âèä (�1&�2), (�1 _ �2),(�1 ! �2) èëè :�1, ãäå �1 è �2 óæå èìåþò ýêâèâàëåíòíûå êí� �1 è�2.Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî(�1 ! �2) � (:�1 _ �2) � (:�1 _�2);(�1 _ �2) � (�1 _�2);(�1&�2) � (�1&�2):Ïîñëåäíÿÿ �îðìóëà óæå åñòü êí�. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ýê-âèâàëåíòíóþ êí� äëÿ îòðèöàíèÿ êí� è äëÿ äèçúþíêöèè äâóõ êí�.�àíãîì êí�, ÿâëÿþùåéñÿ ýä, íàçîâåì ÷èñëî 0. �àíã êí� (	&�) ðà-âåí k1 + k2 + 1; ãäå k1 � ýòî ðàíã 	, à k2 � ðàíã �.Ïîñòðîåíèå êí�, ýêâèâàëåíòíîé äèçúþíêöèè êí� 	 è �, ïðîâåäåìèíäóêöèåé ïî ñóììå ðàíãîâ 	 è �. Åñëè ýòà ñóììà ðàâíà 0, òî (	 _�)



118 3 ËÎ�ÈÊÀ Ï�ÅÄÈÊÀÒÎÂåñòü ýä è, çíà÷èò, êí�. Òàê êàê (	_�) � (�_	), òî ìîæíî ïðåäïîëàãàòü,÷òî ðàíã 	 áîëüøå 0. Ïîýòîìó 	 � (�&�), ãäå � è � � êí�. Òåïåðü(	 _�) � ((�&�) _�) � ((� _�)&(� _�)):Îáà êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíà ñòîÿùåé ñïðàâà êîíúþíêöèè èìåþò ìåíü-øóþ ñóììó ðàíãîâ ñâîèõ äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ. Ïîýòîìó íàéäóòñÿòàêèå êí� �1 è �2, ÷òî (� _ �) � �1 è (� _ �) � �2. Ñëåäîâàòåëüíî,(	 _�) ýêâèâàëåíòíà êí� (�1&�2).Ïîñòðîåíèå êí�, ýêâèâàëåíòíîé îòðèöàíèþ êí�	, âåäåì èíäóêöèåéïî ðàíãó 	. Åñëè ýòîò ðàíã ðàâåí 0, òî 	 åñòü ýä. Åñëè 	 åñòü (D1_D2);à :D1 � �1, :D2 � �2, ãäå �1 è �2 � êí�, òî :	 ýêâèâàëåíòíà êí�(�1&�2). Åñëè æå 	 åñòü âûñêàçûâàíèå èëè îòðèöàíèå âûñêàçûâàíèÿ,òî íàäî èñïîëüçîâàòü ëåììó 3.9 î áóëåâûõ ýêâèâàëåíòíîñòÿõ è çàìåòèòü,÷òî ::X � X:Åñëè ðàíã áîëüøå 0, òî 	 åñòü (	1&	2), ãäå 	1 è 	2 � êí�. Òîãäà:	 � (:	1 _ :	2):Òàê êàê ðàíãè 	1 è 	2 ìåíüøå ðàíãà 	, òî íàéäóòñÿ êí� �1 è �2 òàêèå,÷òî :	1 � �1 è :	2 � �2. Îñòàëîñü èñïîëüçîâàòü óæå äîêàçàííûé�àêò, ÷òî äèçúþíêöèÿ äâóõ êí� ýêâèâàëåíòíà íåêîòîðîé êí�.Òåîðåìà 3.11 (î ñóùåñòâîâàíèè äí�). Äëÿ êàæäîé �îðìóëû ñó-ùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíàÿ åé äí�.Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïðåäûäóùåé òåîðåìû.Ïðèâåäåì ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ ýêâèâàëåíòíûõ äí� è êí�.Ïðèìåð 3.3.1.((A! B)! (C ! A)) � (:(:A_B)_(:C_A)) � ((A&:B)_(:C_A)) �(((A _ :C) _A)&((:B _ :C) _ A)) � ((A _ :C)&((:B _ :C) _ A)):Ïîñëåäíÿÿ �îðìà ÿâëÿåòñÿ êí�. Ôîðìóëà((A&:B) _ (:C _ A))ÿâëÿåòñÿ äí�.Ëåììà 3.12 (êðèòåðèé äîêàçóåìîñòè êí�).à). Êí� äîêàçóåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äîêàçóåì êàæäûéåå ÷ëåí.á). Êí� òîæäåñòâåííî èñòèííà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òîæ-äåñòâåííî èñòèíåí êàæäûé åå ÷ëåí.



3.3 Ïîëíîòà èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèÿ 119Äîêàçàòåëüñòâî.á) î÷åâèäíî.à). Äîêàçûâàåì èíäóêöèåé ïî ðàíãó êí�. Áàçèñ èíäóêöèè î÷åâèäåí.Ïóñòü ðàññìàòðèâàåìàÿ êí� åñòü (	&�).Ïóñòü äîêàçóåìà ` (	&�). Äåðåâüÿ` 	 &�óä ` � &�óä` (	&�) ` (	&�)äîêàçûâàþò äîêàçóåìîñòü ` 	 è ` �. Íàîáîðîò, åñëè ýòè äâå ñåêâåíöèèäîêàçóåìû, òî äåðåâî ` (	&�) &�ââ` 	 ` �äîêàçûâàåò äîêàçóåìîñòü ñåêâåíöèè ` (	&�).Ëåììà 3.13 (êðèòåðèé äîêàçóåìîñòè ýä).à). Ýä äîêàçóåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îäèí èç åå ÷ëåíîâÿâëÿåòñÿ îòðèöàíèåì äðóãîãî.á). Ýä òîæäåñòâåííî èñòèííà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îäèíèç åå ÷ëåíîâ ÿâëÿåòñÿ îòðèöàíèåì äðóãîãî.â). Ýä äîêàçóåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà òîæäåñòâåííîèñòèííà.Äîêàçàòåëüñòâî. �àíãîì ýä ÿâëÿåòñÿ 0, åñëè ýòà ýä åñòü âûñêàçûâàíèåèëè îòðèöàíèå âûñêàçûâàíèÿ. Åñëè æå ýä åñòü (	_�), òî åå ðàíã � ýòîk1 + k2 + 1; ãäå k1 � ýòî ðàíã 	, à k2 � ýòî ðàíã �.á). Òàê êàê ýä èñòèííà ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ âõîäÿùèõ â íåå âû-ñêàçûâàíèé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà õîòÿ áû îäèí èç åå ÷ëåíîâ èñòè-íåí ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ, òî åñëè îäèí èç ÷ëåíîâ ýä ÿâëÿåòñÿ îòðèöàíèåìäðóãîãî, òî ýòà ýä òîæäåñòâåííî èñòèííà. Ïóñòü íè îäèí èç ÷ëåíîâ ýäíå ÿâëÿåòñÿ îòðèöàíèåì äðóãîãî. Ïðèïèøåì âñåì ÷ëåíàì ýòîé ýä çíà-÷åíèå 0 (äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè âûñêàçûâàíèå ñàìî âõîäèò â ýòó ýä, òîïðèïèøåì åìó çíà÷åíèå 0, à åñëè îòðèöàíèå âûñêàçûâàíèÿ âõîäèò â ýòóýä, òî ýòîìó âûñêàçûâàíèþ ïðèïèøåì çíà÷åíèå 1). Ýòà ýä òîæå ïðèìåòçíà÷åíèå 0 è, çíà÷èò, îíà íå ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííî èñòèííîé.à). Åñëè ýä äîêàçóåìà, òî îíà òîæäåñòâåííî èñòèííà è, çíà÷èò, îäèíèç åå ÷ëåíîâ ÿâëÿåòñÿ îòðèöàíèåì äðóãîãî. Ïóñòü è X è :X ÿâëÿþòñÿ÷ëåíàìè ýä. Èíäóêöèåé ïî ðàíãó ýä � äîêàæåì åå äîêàçóåìîñòü. Åñëèýòîò ðàíã ðàâåí 1, òî � åñòü èëè (X_:X); èëè (:X _X): Â ýòîì ñëó÷àå� � (X _ :X): Ïî ëåììå 3.7, � äîêàçóåìà îäíîâðåìåííî ñ (X _ :X):Äîêàçóåìîñòü æå ýòîé ïîñëåäíåé �îðìóëû ñëåäóåò èç ïðèìåðà 3.2.3.



120 3 ËÎ�ÈÊÀ Ï�ÅÄÈÊÀÒÎÂÅñëè � åñòü (	_�) è îäèí èç ÷ëåíîâ	 ÿâëÿåòñÿ îòðèöàíèåì äðóãîãî,òî 	 äîêàçóåìà ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ. Äîêàçóåìîñòü �ïîëó÷àåòñÿ ïî ïðàâèëó _-ââåäåíèÿ. Òàê êàê(	 _�) � (� _	);òî îñòàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà � åñòü (	 _ �), X ÿâëÿåòñÿ ÷ëåíîì 	, à :Xÿâëÿåòñÿ ÷ëåíîì �.Èíäóêöèåé ïî ðàíãó 	 äîêàæåì,÷òî 	 åñòü X èëè 	 � (X _�1) äëÿíåêîòîðîé ýä �1. Åñëè 	 åñòü (	1 _	2), òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî	1 � (X _	3):Ïîýòîìó 	 � ((X _	3) _	2) � (X _ (	3 _	2)):Àíàëîãè÷íî, � åñòü :X èëè � � (:X _ �2). Ïîýòîìó� � ((X _ �1) _ (:X _ �2)) � (((X _ �1) _ :X) _�2) �((:X _ (X _�1)) _ �2) � (((:X _X) _ �1) _ �2) �(((X _ :X) _ �1) _ �2) � ((X _ :X) _ (�1 _ �2)):Èòàê, � � ((X _ :X) _ �0)è äîêàçóåìîñòü � ïîëó÷àåòñÿ ïî ïðàâèëó _-ââåäåíèÿ èç äîêàçóåìîñòè(X _ :X):à) äîêàçàíî. â) ñëåäóåò èç à) è á).Òåîðåìà 3.14 (î äîêàçóåìîñòè èñòèííûõ ñåêâåíöèé).Âñå èñòèííûå ñåêâåíöèè äîêàçóåìû.Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû 3.6 ñëåäóåò, ÷òî ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ñëó-÷àåì ñåêâåíöèé âèäà ` �, ãäå � � òîæäåñòâåííî èñòèííàÿ �îðìóëà.Äëÿ � íàéäåì ýêâèâàëåíòíóþ êí� 	 (òåîðåìà 3.10). Ïî ëåììå 3.7, 	áóäåò òîæäåñòâåííî èñòèííîé. Çíà÷èò, âñå åå ÷ëåíû òîæå òîæäåñòâåí-íî èñòèííû (ëåììà 3.12). Ïî ëåììå 3.13, êàæäûé ÷ëåí 	 äîêàçóåì. Ïîëåììå 3.12, 	 äîêàçóåìà. Ïî ëåììå 3.7, � òîæå äîêàçóåìà. Çíà÷èò, ñå-êâåíöèÿ ` � äîêàçóåìà.



3.3 Ïîëíîòà èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèÿ 121Óïðàæíåíèÿ ê ��3.1�3.3Óïðàæíåíèå 3.3.1. Ïîêàçàòü, ÷òî êàæäàÿ áóëåâà �óíêöèÿ îïðåäå-ëÿåòñÿ �îðìóëîé, â êîòîðîé íå âñòðå÷àåòñÿ çíàê êîíúþíêöèè.Óïðàæíåíèå 3.3.2. Ïîêàçàòü, ÷òî êàæäàÿ áóëåâà �óíêöèÿ îïðåäå-ëÿåòñÿ �îðìóëîé, â êîòîðîé íå âñòðå÷àåòñÿ çíàê äèçúþíêöèè.Óïðàæíåíèå 3.3.3. Ïîêàçàòü, ÷òî êàæäàÿ áóëåâà �óíêöèÿ îïðåäå-ëÿåòñÿ �îðìóëîé, â êîòîðîé íå âñòðå÷àåòñÿ çíàê èìïëèêàöèè.Óïðàæíåíèå 3.3.4. Ïðèâåñòè ïðèìåð áóëåâîé �óíêöèè, êàæäàÿ �îð-ìóëà, îïðåäåëÿþùàÿ êîòîðóþ, ñîäåðæèò çíàê îòðèöàíèÿ.Óïðàæíåíèå 3.3.5. Ñêîëüêî áóëåâûõ �óíêöèé îò òðåõ ïåðåìåííûõîïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëàìè, íå ñîäåðæàùèìè çíàêà îòðèöàíèÿ?Óïðàæíåíèå 3.3.6. Ïóñòü áóëåâà �óíêöèÿ îò òðåõ ïåðåìåííûõ íàíàáîðàõ 000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111 ñîîòâåòñòâåííî ïðèíè-ìàåò çíà÷åíèÿ 0, 0, 0, 1, 0, 1, 1, 0. Êàêîé �îðìóëîé îïðåäåëÿåòñÿ ýòà�óíêöèÿ?Óïðàæíåíèå 3.3.7. Äîêàçàòü ñåêâåíöèè:1) (A _ B) (A! C) (B ! C) ` C;2) (C ! A) (C ! B) ` (C ! (A&B));3) ` (A! (B ! A));4) ` ((A! B)! ((A! (B ! C))! (A! C)));5) C ` (A _ C);6) C ` (C _ A);7) ` ((A&B)! A);8) ` ((:A! :B)! (B ! A));9) ` (A! (:A! B));



122 3 ËÎ�ÈÊÀ Ï�ÅÄÈÊÀÒÎÂÓïðàæíåíèå 3.3.8. Äîêàçàòü ýêâèâàëåíòíîñòè á) è ã) ëåììû 3.8.Óïðàæíåíèå 3.3.9. Äîêàçàòü ýêâèâàëåíòíîñòè 2)�7), è 9), 10) ëåì-ìû 3.9.Óïðàæíåíèå 3.3.10 (�). Ïóñòü íè îäíà èç �îðìóë :� è 	 íå ÿâëÿ-åòñÿ äîêàçóåìîé. Äîêàçàòü ñëåäóþùóþ èíòåðïîëÿöèîííóþ òåîðåìó:åñëè ñåêâåíöèÿ ` (� ! 	) äîêàçóåìà, òî íàéäåòñÿ òàêàÿ �îðìóëà	1, ÷òî êàæäîå âûñêàçûâàíèå, âõîäÿùåå â 	1, âõîäèò îäíîâðåìåííî èâ �, è â 	, à îáå ñåêâåíöèè ` (�! 	1) è ` (	1 ! 	) äîêàçóåìû.Óïðàæíåíèå 3.3.11. Äëÿ �îðìóë1) :(((A&:B) _ C) _ (A&:C));2) :((A! B) _ (C&:A));3) :(A! (A! (B&C)))íàéòè òàêèå ýêâèâàëåíòíûå �îðìóëû, ó êîòîðûõ çíàêè îòðèöàíèÿðàñïîëîæåíû òîëüêî íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä âûñêàçûâàíèÿìè, è äîêà-çàòü ýòè ýêâèâàëåíòíîñòè.Óïðàæíåíèå 3.3.12. Äëÿ �îðìóë èç óïðàæíåíèÿ 3.3.11 ïîñòðîèòüýêâèâàëåíòíûå èì êí� è äí�.Óïðàæíåíèå 3.3.13. Îïðåäåëèòå, êàêèå èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèéèñòèííû, à êàêèå ëîæíû è îáúÿñíèòå, ïî÷åìó ýòî òàê:à) åñëè íåêîòîðàÿ �îðìóëà íå ÿâëÿåòñÿ äîêàçóåìîé, òî äîêàçóåìîîòðèöàíèå ýòîé �îðìóëû;á) åñëè îòðèöàíèå �îðìóëû äîêàçóåìî, òî ñàìà ýòà �îðìóëà íåÿâëÿåòñÿ äîêàçóåìîé;â) åñëè äîêàçóåìà äèçúþíêöèÿ äâóõ �îðìóë, òî îäíà èç ýòèõ �îð-ìóë äîêàçóåìà;ã) åñëè îäíà èç äâóõ �îðìóë äîêàçóåìà, òî äîêàçóåìà è äèçúþíêöèÿýòèõ äâóõ �îðìóë.Óïðàæíåíèå 3.3.14. Ïóñòü � � íåêîòîðàÿ �îðìóëà, íå ñîäåðæàùàÿäðóãèõ âûñêàçûâàíèé, êðîìå A1; : : : ; Am: Ïóñòü 	1; : : : ;	m � íåêîòî-ðûå �îðìóëû. Îïðåäåëèì �îðìóëó �, ïîëó÷åííóþ èç � îäíîâðåìåí-íîé ïîäñòàíîâêîé 	1; : : : ;	m âìåñòî A1; : : : ; Am. Åñëè � åñòü Ai, òî� åñòü 	i. Åñëè � åñòü :�1 è �1 ïîëó÷àåòñÿ èç �1 îäíîâðåìåííîé



3.4 Àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû 123ïîäñòàíîâêîé 	1; : : : ;	m âìåñòî A1; : : : ; Am, òî � åñòü :�1. Åñëè �åñòü (�1}�2), ãäå } � ýòî îäèí èç çíàêîâ êîíúþíêöèè, äèçúþíêöèèèëè èìïëèêàöèè, à äëÿ j = 1 è j = 2 �j èç �j ïîëó÷àåòñÿ îäíîâðåìåí-íîé ïîäñòàíîâêîé 	1; : : : ;	m âìåñòî A1; : : : ; Am, òî � åñòü (�1}�2).Ïóñòü äëÿ j = 1; : : : ; s+ 1 �j íå ñîäåðæèò äðóãèõ âûñêàçûâàíèé, êðî-ìå A1; : : : ; Am, è �j ïîëó÷àåòñÿ èç �j îäíîâðåìåííîé ïîäñòàíîâêîé	1; : : : ;	m âìåñòî A1; : : : ; Am. Åñëè ñåêâåíöèÿ�1 : : :�s ` �s+1äîêàçóåìà, òî ñåêâåíöèÿ �1 : : :�s ` �s+1òîæå äîêàçóåìà. Äîêàçàòü ýòî.Óïðàæíåíèå 3.3.15. �àññìîòðèì íåêîòîðóþ íåäîêàçóåìóþ �îðìó-ëó. Ïóñòü ýòà �îðìóëà � ñîäåðæèò âûñêàçûâàíèÿ A1; : : : ; Am è íåñîäåðæèò äðóãèõ âûñêàçûâàíèé. Ìû ñêàæåì, ÷òî äîáàâèì ñåêâåíöèþ` � ê àêñèîìàì èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîéñõåìû àêñèîì, åñëè àêñèîìàìè èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé, êðîìå àêñè-îì âèäà 	 ` 	, ãäå 	 � ïðîèçâîëüíàÿ �îðìóëà, áóäåì òàêæå ïîëàãàòüâñå ñåêâåíöèè âèäà ` �, ãäå � � ýòî �îðìóëà, ïîëó÷åííàÿ èç �îðìóëû� îäíîâðåìåííîé ïîäñòàíîâêîé âìåñòî âûñêàçûâàíèé A1; : : : ; Am �îð-ìóë 	1; : : : ;	m (îïðåäåëåíèå îäíîâðåìåííîé ïîäñòàíîâêè ñîäåðæèò-ñÿ â ïðåäûäóùåì óïðàæíåíèè. Äîáàâèì ñåêâåíöèþ ` � ê àêñèîìàìèñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé ñõåìû àêñèîì,íå ìåíÿÿ ïðè ýòîì íè ïðàâèë âûâîäà, íè îïðåäåëåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà(äîêàçàòåëüñòâîì ïî-ïðåæíåìó íàçûâàåòñÿ êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëü-íîñòü ñåêâåíöèé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ëèáî ÿâëÿåòñÿ àêñèîìîé, ëèáîïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäûäóùèõ ñåêâåíöèé ýòîé æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîêàêîìó-òî ïðàâèëó âûâîäà). Äîêàçàòü, ÷òî â ïîëó÷åííîì èñ÷èñëåíèèäîêàçóåìà ëþáàÿ ñåêâåíöèÿ.Íàïðèìåð, åñëè � � ýòî (A ! B), òî àêñèîìàìè íîâîãî èñ÷èñëå-íèÿ áóäóò âñå ñåêâåíöèè âèäîâ ` (	 ! �), 	 ` 	, ãäå 	 è � � ýòî�îðìóëû.Â ÷àñòíîñòè, äîêàçàòü, ÷òî â ýòîì èñ÷èñëåíèè äîêàçóåìà ëþáàÿñåêâåíöèÿ.3.4 Àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìûÌû, êîíå÷íî, ïðåæäå âñåãî äîëæíû �èêñèðîâàòü ïðåäìåòíóþ îáëàñòü,ñâîéñòâà êîòîðîé ìû íàìåðåíû èçó÷àòü. Ýòà îáëàñòü äîëæíà ïðåäñòàâ-



124 3 ËÎ�ÈÊÀ Ï�ÅÄÈÊÀÒÎÂëÿòü ñîáîé íåïóñòîå ìíîæåñòâî âìåñòå ñ çàäàííûìè íà ýòîì ìíîæåñòâåîïåðàöèÿìè è îòíîøåíèÿìè. Ýòè çàäàííûå îïåðàöèè è îòíîøåíèÿ íà-çûâàþòñÿ îñíîâíûìè.×òîáû èìåòü âîçìîæíîñòü çàïèñûâàòü èçó÷àåìûå ñâîéñòâà, ïîòðå-áóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, èìåíà äëÿ çàäàííûõ îñíîâ-íûõ îïåðàöèé è îòíîøåíèé. Íàïðèìåð, â àðè�ìåòèêå ïðåäìåòíàÿ îá-ëàñòü � ýòî ìíîæåñòâî ! íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, îñíîâíûå îïåðàöèè � ýòîáåçàðãóìåíòíûå îïåðàöèè, âûäåëÿþùèå 0 è 1, à òàêæå îïåðàöèè ñëîæå-íèÿ è óìíîæåíèÿ, îñíîâíîå îòíîøåíèå � ýòî îòíîøåíèå ïîðÿäêà. Â ýëå-ìåíòàðíîé ãåîìåòðèè îïåðàöèé îáû÷íî íå ðàññìàòðèâàþò, à îñíîâíûåîòíîøåíèÿ � ýòî îòíîøåíèÿ ðàâåíñòâà, ïðèíàäëåæíîñòè, áûòü òî÷êîé,áûòü ïðÿìîé, áûòü ïëîñêîñòüþ è äðóãèå.Óæå èç ýòèõ ïðèìåðîâ ìîæíî óâèäåòü, ÷òî îïåðàöèè è îòíîøåíèÿáûâàþò îò ðàçíîãî ÷èñëà àðãóìåíòîâ (êàê ãîâîðÿò, ðàçíîé ìåñòíîñòè).Íàïðèìåð, îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ äâóõìåñòíû (èìåþò äâààðãóìåíòà), à îòíîøåíèå áûòü òî÷êîé � îò îäíîãî àðãóìåíòà. Ìíîãèåèñïîëüçóþò âìåñòî òåðìèíà îòíîøåíèå òåðìèí ïðåäèêàò.×òî æå òàêîå îïåðàöèÿ íà ìíîæåñòâåA îò n àðãóìåíòîâ? Ýòî � îòîá-ðàæåíèå, êîòîðîå êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëèíû n, ñîñòàâëåííîé èçýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A, ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå îäíîçíà÷íî îïðåäåëåí-íûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà A. Íàïðèìåð, îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ íàòóðàëüíûõ÷èñåë èìååò äâà àðãóìåíòà è êàæäîé ïàðå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñòàâèòâ ñîîòâåòñòâèå èõ ñóììó. Ñóììà îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî äëÿ êàæäîéïàðû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íî ðàçëè÷íûå ïàðû ìîãóò èìåòü ðàçíûå ñóì-ìû.Îáîçíà÷èì ÷åðåç An ìíîæåñòâî âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû n,ñîñòàâëåííûõ èç ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A.Îòíîøåíèå îò n àðãóìåíòîâ íà ìíîæåñòâå A � ýòî îòîáðàæåíèå, êî-òîðîå êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëèíû n, ñîñòàâëåííîé èç ýëåìåíòîâìíîæåñòâà A, ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå 0 èëè 1. Íà òåõ ïîñëåäîâàòåëüíî-ñòÿõ, êîòîðûì ïîñòàâëåíà â ñîîòâåòñòâèå 1, ýòî îòíîøåíèå èñòèííî, à íàîñòàëüíûõ îíî ëîæíî. Åñëè ñîáðàòü òå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íà êîòîðûõðàññìàòðèâàåìîå îòíîøåíèå èñòèííî, òî ïîëó÷èì íåêîòîðîå ïîäìíîæå-ñòâî ìíîæåñòâà An.Îïðåäåëåíèå 3.4.1. Ñèãíàòóðîé íàçûâàåòñÿ íàáîð ñèìâîëîâ îïåðà-öèé è îòíîøåíèé âìåñòå ñ îòîáðàæåíèåì, êîòîðîå êàæäîìó ñèìâî-ëó ïðèïèñûâàåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî � ÷èñëî àðãóìåíòíûõ ìåñò èëèìåñòíîñòü ýòîãî ñèìâîëà.Îïðåäåëåíèå 3.4.2. Àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìîé (èíîãäà ãîâîðÿò òàê-



3.4 Àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû 125æå, ñòðóêòóðîé èëè åùå èíòåðïðåòàöèåé) ñèãíàòóðû 
 íàçûâàåò-ñÿ íåïóñòîå ìíîæåñòâî âìåñòå ñ îòîáðàæåíèåì, êîòîðîå êàæäîìóñèìâîëó îòíîøåíèÿ èç ýòîé ñèãíàòóðû 
 ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèåîòíîøåíèå òîé æå ìåñòíîñòè íà ýòîì ìíîæåñòâå, à êàæäîìó ñèì-âîëó îïåðàöèè èç ñèãíàòóðû 
 ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå îïåðàöèþ òîéæå ìåñòíîñòè íà ýòîìæå ìíîæåñòâå. Ýòî �èêñèðîâàííîå íåïóñòîåìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ îáû÷íî îñíîâíûì ìíîæåñòâîì ðàññìàòðèâà-åìîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû.Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.Ïðèìåð 3.4.1.Ïóñòü îñíîâíîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ñëåäóþùèõ ïîä-ìíîæåñòâ:1) �àìèëèé ïðåïîäàâàòåëåé {Åðøîâ, Ìåðçëÿêîâ, Ëàâðîâ, Ìàçóðîâ};2) íàçâàíèé ïðåäìåòîâ {àëãåáðà, ëîãèêà};3) íîìåðîâ àóäèòîðèé { 201, 202, 203, 204};4) äàò â ÿíâàðå { 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11};5) øè�ðîâ ãðóïï { M1, M2, M3, M4}.Ïóñòü ñèãíàòóðà 
1 ñîñòîèò èç ñèìâîëîâ ÷åòûðåõìåñòíîãî îòíîøå-íèÿ R è òðåõìåñòíîãî îòíîøåíèÿ P .�àññìîòðèì àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó A1 ñèãíàòóðû 
1 ñ óêàçàííûìâûøå îñíîâíûì ìíîæåñòâîì, â êîòîðîé P è R èíòåðïðåòèðóþòñÿ ñëåäó-þùèì îáðàçîì. Îòíîøåíèå P äëÿ êàæäîé ãðóïïû è êàæäîãî ïðåäìåòàóêàçûâàåò ýêçàìåíàòîðà â ýòîé ãðóïïå ïî ýòîìó ïðåäìåòó è ñîñòîèò èçòðîåê hM1; àëãåáðà;Ìåðçëÿêîâi; hM1; ëîãèêà;Åðøîâi;hM2; àëãåáðà;Ìåðçëÿêîâi; hM2; ëîãèêà;Åðøîâi;hM3; àëãåáðà;Ìàçóðîâi; hM3; ëîãèêà;Ëàâðîâi;hM4; àëãåáðà;Ìàçóðîâi; hM4; ëîãèêà;Ëàâðîâi:Îòíîøåíèå R äëÿ êàæäîé ãðóïïû è ïðåäìåòà óêàçûâàåò äàòó è àóäè-òîðèþ ýêçàìåíà ïî ýòîìó ïðåäìåòó â ýòîé ãðóïïå è ñîñòîèò èç ÷åòâåðîêhM1; àëãåáðà; 3; 201i; hM1; ëîãèêà; 9; 201i;hM2; àëãåáðà; 9; 202i; hM2; ëîãèêà; 3; 202i;hM3; àëãåáðà; 5; 203i; hM3; ëîãèêà; 11; 204i;hM4; àëãåáðà; 9; 203i; hM4; ëîãèêà; 3; 203i:Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà A1 îïèñûâàåò ðàñïèñàíèå ýêçàìåíîâ â ðàñ-ñìàòðèâàåìûõ ãðóïïàõ.



126 3 ËÎ�ÈÊÀ Ï�ÅÄÈÊÀÒÎÂÏðèìåð 3.4.2.�àñïèñàíèå ýêçàìåíîâ â òåõ æå ãðóïïàõ ìîæíî çàäàòü è ïî-äðóãîìó,ðàññìàòðèâàÿ ñèãíàòóðó 
2, ñîñòîÿùóþ èç ñèìâîëà ïÿòèìåñòíîãî îòíî-øåíèÿ Q, è òàêóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó A2 ñèãíàòóðû 
2, ÷òî îñíîâ-íîå ìíîæåñòâî ñèñòåìû A2 ñîâïàäàåò ñ îñíîâíûì ìíîæåñòâîì ñèñòåìûA1, à îòíîøåíèå Q â A2 ñîñòîèò èç ïÿòåðîê:hM1; àëãåáðà;Ìåðçëÿêîâ; 3; 201i; hM1; ëîãèêà;Åðøîâ; 9; 201i;hM2; àëãåáðà;Ìåðçëÿêîâ; 9; 202i; hM2; ëîãèêà;Åðøîâ; 3; 202i;hM3; àëãåáðà;Ìàçóðîâ; 5; 203i; hM3; ëîãèêà;Ëàâðîâ; 11; 204i;hM4; àëãåáðà;Ìàçóðîâ; 9; 203i; hM4; ëîãèêà;Ëàâðîâ; 3; 203i:Â ïÿòåðêå èäóò øè�ð ãðóïïû, íàçâàíèå ïðåäìåòà, �àìèëèÿ ïðåïî-äàâàòåëÿ, äàòà ýêçàìåíà, àóäèòîðèÿ.Ïðèìåð 3.4.3.Äîïóñòèì, ÷òî íà êóðñå íå áîëåå 30 ãðóïï, â êàæäîé ãðóïïå íå áîëåå30 ýêçàìåíîâ è 30 ñòóäåíòîâ, êîòîðûå êàê-òî ïðîíóìåðîâàíû, íàïðè-ìåð, â àë�àâèòíîì ïîðÿäêå ñâîèõ �àìèëèé. �àññìîòðèì ñèãíàòóðó 
3,ñîñòîÿùóþ èç îäíîé òðåõìåñòíîé îïåðàöèè f . �àññìîòðèì àëãåáðàè-÷åñêóþ ñèñòåìó A3 ñèãíàòóðû 
3, îñíîâíîå ìíîæåñòâî êîòîðîé � ýòîìíîæåñòâî f0; 1; 2; 3; 4; : : : ; 30g, à îïåðàöèÿ f çàäàíà ñëåäóþùèì îáðà-çîì:f(i; j; k) � ýòî îöåíêà ñòóäåíòà íîìåðà j â ãðóïïå íîìåðà i ïî ýêçà-ìåíó íîìåðà k, åñëè æå i íå åñòü íîìåð ãðóïïû, èëè j íå åñòü íîìåðñòóäåíòà â ãðóïïå íîìåðà i, èëè k íå åñòü íîìåð ýêçàìåíà â ãðóïïåíîìåðà i, òî f(i; j; k) = 0.Ïîíÿòíî, ÷òî A3 îïèñûâàåò ðåçóëüòàòû ýêçàìåíàöèîííîé ñåññèè íàêóðñå.3.5 Òåðìû è �îðìóëûÊðîìå îñíîâíûõ, ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü è áîëåå ñëîæíûå îïåðàöèè,ïîëó÷àåìûå èç îñíîâíûõ ñóïåðïîçèöèÿìè. Óäîáíî èìåòü îáîçíà÷åíèÿ èäëÿ ýòèõ áîëåå ñëîæíûõ îïåðàöèé. Íàïðèìåð, â àðè�ìåòèêå îáû÷íîðàññìàòðèâàþò ìíîãî÷ëåíû, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ñóïåðïîçèöèè 0, 1,ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ.Îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ñóïåðïîçèöèé îñíîâíûõ îïåðàöèé íàçûâàþò òåð-ìàìè.



3.5 Òåðìû è �îðìóëû 127Â òåðìàõ èñïîëüçóþòñÿ ïðåäìåòíûå ïåðåìåííûå � ïåðåìåííûå, ïðè-íèìàþùèå çíà÷åíèÿ èç îñíîâíîãî ìíîæåñòâà ðàññìàòðèâàåìîé àëãåáðà-è÷åñêîé ñèñòåìû. Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ïðåäìåòíûå ïåðåìåííûå ñòðî÷-íûìè ëàòèíñêèìè áóêâàìè x; y; z ñ èíäåêñàìè.Îïðåäåëåíèå 3.5.1 (òåðìà).à). Êàæäàÿ ïðåäìåòíàÿ ïåðåìåííàÿ è êàæäûé íóëüìåñòíûé ñèì-âîë îïåðàöèè ñèãíàòóðû 
 � òåðì ñèãíàòóðû 
. Â ïðåäìåòíóþ ïå-ðåìåííóþ âõîäèò îíà ñàìà, à äðóãèå ïåðåìåííûå íå âõîäÿò. Â ñèìâîëîïåðàöèè ïðåäìåòíûå ïåðåìåííûå íå âõîäÿò.á). Åñëè f � n-ìåñòíûé ñèìâîë îïåðàöèè ñèãíàòóðû 
, à t1; : : : ; tn� òåðìû ñèãíàòóðû 
, òî f(t1; : : : ; tn) � òîæå òåðì ñèãíàòóðû 
.Ïåðåìåííàÿ âõîäèò â f(t1; : : : ; tn) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà âõî-äèò õîòÿ áû â îäèí èç òåðìîâ t1; : : : ; tn.â). Êàæäàÿ âåùü ÿâëÿåòñÿ òåðìîì ñèãíàòóðû 
 òîëüêî åñëè ýòîìîæíî äîêàçàòü, èñïîëüçóÿ ïóíêòû à) è á).ã). Òåðì, íå ñîäåðæàùèé ïåðåìåííûõ, íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì.Îáû÷íî ïðè äâóõìåñòíîì f âìåñòî f(t1; t2) åùå ïèøóò (t1ft2). Íà-ïðèìåð, ïèøóò (x1 + x2) âìåñòî +(x1; x2). Íàïðèìåð, ((x1 + x2) � x3) �àðè�ìåòè÷åñêèé òåðì, â êîòîðîì + è � � ñèìâîëû äâóõìåñòíûõ îïåðà-öèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ.Çàìåòèì, ÷òî åñëè ñèãíàòóðà íå ñîäåðæèò ñèìâîëîâ îïåðàöèé, òîêàæäûé òåðì ÿâëÿåòñÿ ïðîñòî ïðåäìåòíîé ïåðåìåííîé, òàê êàê â ýòîìñëó÷àå ïóíêò á) îïðåäåëåíèÿ íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü.Îïðåäåëåíèå 3.5.2 (ñîñòîÿíèÿ). Ñîñòîÿíèåì (èëè îöåíêîé) àëãå-áðàè÷åñêîé ñèñòåìû íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå, êîòîðîå êàæäîé ïðåä-ìåòíîé ïåðåìåííîé ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðûé ýëåìåíò îñíîâ-íîãî ìíîæåñòâà ýòîé ñèñòåìû.Îïðåäåëåíèå 3.5.3 (çíà÷åíèÿ òåðìà íà ñîñòîÿíèè).Ïóñòü � � ñîñòîÿíèå àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû A ñèãíàòóðû 
.à). Åñëè x � ïðåäìåòíàÿ ïåðåìåííàÿ, òî �( õ) çàäàíî ïî îïðåäåëå-íèþ �.á). Åñëè f � íóëüìåñòíûé ñèìâîë îïåðàöèè ñèãíàòóðû 
, fA �áåçàðãóìåíòíàÿ îïåðàöèÿ, ïîñòàâëåííàÿ â ñîîòâåòñòâèå ñèìâîëó f âàëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå A, òî �(f) åñòü çíà÷åíèå fA.â). Åñëè f � n-ìåñòíûé ñèìâîë îïåðàöèè ñèãíàòóðû 
, fA � îïå-ðàöèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèìâîëó f â àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå A, àt1; : : : ; tn � òåðìû ñèãíàòóðû 
, òî �(f(t1; : : : ; tn)) åñòüfA(�(t1); : : : ; �(tn)):



128 3 ËÎ�ÈÊÀ Ï�ÅÄÈÊÀÒÎÂÝëåìåíò �(t) íàçûâàåòñÿ çíà÷åíèåì òåðìà t íà ñîñòîÿíèè �.Íàïðèìåð, åñëè �(x1) = 1, �(x2) = 2, �(x3) = 7, òî �(((x1+x2)�x3)) =21. Äåéñòâèòåëüíî,�((x1 + x2)) = �(x1) + �(x2) = 1 + 2 = 3;�(((x1 + x2) � x3)) = �((x1 + x2)) � �(x3) = 3 � 7 = 21:Îïðåäåëåíèå 3.5.4 (ðàâåíñòâà òåðìîâ). Äâà òåðìà t1 è t2 ñèãíàòó-ðû 
 ðàâíû â àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå A ñèãíàòóðû 
, åñëè îíè èìåþòîäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ íà êàæäîì ñîñòîÿíèè ýòîé ñèñòåìû A.Äëÿ çàïèñè ñâîéñòâ ýëåìåíòîâ àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû èñïîëüçóþò�îðìóëû.Îïðåäåëåíèå 3.5.5 (àòîìíîé �îðìóëû).à). Åñëè t1; t2 � òåðìû ñèãíàòóðû 
, òî t1 = t2 � àòîìíàÿ �îð-ìóëà ñèãíàòóðû 
. Â t1 = t2 âõîäÿò òå è òîëüêî òå ïåðåìåííûå,êîòîðûå âõîäÿò â t1 èëè â t2.á). Åñëè P � íóëüìåñòíûé ñèìâîë îòíîøåíèÿ ñèãíàòóðû 
, òîP � àòîìíàÿ �îðìóëà ñèãíàòóðû 
, â êîòîðóþ íèêàêèå ïðåäìåòíûåïåðåìåííûå íå âõîäÿò.â). Åñëè P � n-ìåñòíûé ñèìâîë îòíîøåíèÿ ñèãíàòóðû 
, àt1; : : : ; tn �òåðìû ñèãíàòóðû 
, òî P (t1; : : : ; tn) �àòîìíàÿ �îðìóëà ñèãíàòóðû 
. Â ýòó �îðìóëó âõîäÿò òå è òîëüêîòå ïåðåìåííûå, êîòîðûå âõîäÿò õîòÿ áû â îäèí èç òåðìîâ t1; : : : ; tn.Îïðåäåëåíèå 3.5.6 (�îðìóëû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ).à). Àòîìíàÿ �îðìóëà ñèãíàòóðû 
 ÿâëÿåòñÿ �îðìóëîé ñèãíàòó-ðû 
. Âñå ïåðåìåííûå, âõîäÿùèå â àòîìíóþ �îðìóëó, âõîäÿò â íååñâîáîäíî.á). Åñëè �, 	 � �îðìóëû ñèãíàòóðû 
, òî :�, (� _ 	), (�&	),(�! 	) � òîæå �îðìóëû ñèãíàòóðû 
. Ïåðåìåííàÿ âõîäèò ñâîáîäíî(ñâÿçàííî) â :� òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòà ïåðåìåííàÿ âõîäèòñâîáîäíî (ñîîòâåòñòâåííî, ñâÿçàííî) â �. Ïåðåìåííàÿ âõîäèò ñâîáîä-íî (ñâÿçàííî) â (� _	), (�&	), (�! 	) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà



3.5 Òåðìû è �îðìóëû 129ýòà ïåðåìåííàÿ âõîäèò ñâîáîäíî (ñîîòâåòñòâåííî, ñâÿçàííî) â îäíóèç �îðìóë � èëè 	.â). Åñëè � � �îðìóëà ñèãíàòóðû 
, x � ïåðåìåííàÿ, òî (8x)�è (9x)� � òîæå �îðìóëû ñèãíàòóðû 
. Ïåðåìåííàÿ x âõîäèò â îáåýòè �îðìóëû ñâÿçíî è íå âõîäèò ñâîáîäíî. Îòëè÷íàÿ îò x ïåðåìåííàÿâõîäèò â (8x)� , (9x)� ñâîáîäíî (ñâÿçàííî) òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà ýòà ïåðåìåííàÿ âõîäèò ñâîáîäíî (ñîîòâåòñòâåííî, ñâÿçàííî) â�. ã). Êàæäàÿ âåùü ÿâëÿåòñÿ �îðìóëîé ñèãíàòóðû 
, òîëüêî åñëèýòî ìîæíî äîêàçàòü, èñïîëüçóÿ à), á), â).ä). Ôîðìóëà, â êîòîðóþ íèêàêàÿ ïåðåìåííàÿ íå âõîäèò ñâîáîäíî,íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé.Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.Ïðèìåð 3.5.1.�àññìîòðèì ñèãíàòóðó 
1; îïèñàííóþ â ïðèìåðå 3.4.1. Âûðàæåíèå(8z)(8x)(8y)(((9x1)(9y1)R(x; z; x1; y1)&(9z)(9x2)(9y2)R(y; z; x2; y2))!(9x2)(9y2)R(y; z; x2; y2)) (7)ÿâëÿåòñÿ �îðìóëîé ñèãíàòóðû 
1 ñîäåðæàùåé ñâÿçàííî x; y; z; x1; y1;x2, y2 è íå ñîäåðæàùåé ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ.Äåéñòâèòåëüíî, R(x; z; x1; y1) è R(y; z; x2; y2) � àòîìíûå �îðìóëû,ïîýòîìó (9x1)(9y1)R(x; z; x1; y1);(9x2)(9y2)R(y; z; x2; y2);(9z)(9x2)(9y2)R(y; z; x2; y2)ÿâëÿþòñÿ �îðìóëàìè, â êîòîðûå x, z � â ïåðâóþ, y, z � âî âòîðóþ, y �â òðåòüþ âõîäÿò ñâîáîäíî, a x1, y1 � â ïåðâóþ �îðìóëó, x2, y2 � âî âòî-ðóþ è z, x2, y2 � â òðåòüþ âõîäÿò ñâÿçàííî (ïóíêò â) îïðåäåëåíèÿ 3.5.6).Ïîýòîìó ((9x1)(9y1)R(x; z; x1; y1)&(9z)(9x2)(9y2)R(y; z; x2; y2))ñîäåðæèò x, y, z ñâîáîäíî, à z; x1; y1; x2, y2 ñâÿçàííî (ïóíêò á) îïðåäå-ëåíèÿ 3.5.6). Îêîí÷àòåëüíî, â �îðìóëó 7 íèêàêàÿ ïåðåìåííàÿ íå âõîäèòñâîáîäíî, à x; y; z; x1; y1; x2, y2 âõîäÿò ñâÿçàííî (ïóíêò â)).Ïðèìåð 3.5.2.



130 3 ËÎ�ÈÊÀ Ï�ÅÄÈÊÀÒÎÂ�àññìîòðèì ñèãíàòóðó 
2, îïèñàííóþ â ïðèìåðå 3.4.2. Âûðàæåíèå(8x)((9y1)(9z1)(9x1)Q(y1; z1; x3; x1; x)! (9y2)(9z2)(9x2)Q(y2; z2; x4; x2; x)) (8)ÿâëÿåòñÿ �îðìóëîé ñèãíàòóðû 
2, â êîòîðóþ x, y1, z1, x1, y2, z2, x2âõîäÿò ñâÿçàííî, à x3 è x4 âõîäÿò ñâîáîäíî.Ïðèìåð 3.5.3.�àññìîòðèì ñíîâà ñèãíàòóðó 
2, îïèñàííóþ â ïðèìåðå 3.4.2. Âûðà-æåíèå((9x1)(9y1)(9z1)Q(x3; x1; y; y1; z1)&(9x2)(9y2)(9z2)Q(x1; x2; y; y2; z2)) (9)ÿâëÿåòñÿ �îðìóëîé ñèãíàòóðû 
2, â êîòîðóþ x1, y1, z1, x2, y2, z2 âõîäÿòñâÿçàííî, à x3, y ,x1 âõîäÿò ñâîáîäíî. Èç ýòîãî ïðèìåðà âèäíî, ÷òîîäíà è òà æå ïåðåìåííàÿ ìîæåò âõîäèòü â ðàññìàòðèâàåìóþ �îðìóëóè ñâîáîäíî, è ñâÿçàííî.Ñèìâîëû &, _,!, : îáû÷íî íàçûâàþò (ïðîïîçèöèîíàëüíûìè) ñâÿç-êàìè, à 8 è 9 � çíàêàìè êâàíòîðîâ. Ïðè ýòîì 8 � çíàê êâàíòîðà îáù-íîñòè, à 9 � çíàê êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ. Åñëè x � ïåðåìåííàÿ, òîâûðàæåíèÿ (8x), (9x) � êâàíòîðû îáùíîñòè è ñóùåñòâîâàíèÿ, ñîîòâåò-ñòâåííî, ïî ïåðåìåííîé x.Â �îðìóëàõ (8x)� è (9x)� �îðìóëà � íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ äåé-ñòâèÿ êâàíòîðà (8x) èëè (9x). �ðóáî ãîâîðÿ, ñâÿçàííîå âõîæäåíèå ïå-ðåìåííîé � ýòî âõîæäåíèå â îáëàñòü äåéñòâèÿ êâàíòîðà ïî òîé æå ïå-ðåìåííîé.Îïðåäåëåíèå 3.5.7 (ñëîæíîñòè �îðìóëû).à). Ñëîæíîñòü àòîìíîé �îðìóëû ðàâíà 0.á). Ñëîæíîñòü êàæäîé èç �îðìóë (� _	), (�&	), (� ! 	) ðàâíàóâåëè÷åííîé íà 1 ñóììå ñëîæíîñòåé �îðìóë � è 	.â). Ñëîæíîñòü êàæäîé èç �îðìóë :�, (8x)�, (9x)� ðàâíà óâåëè-÷åííîé íà 1 ñëîæíîñòè �îðìóëû �.�ðóáî ãîâîðÿ, ñëîæíîñòü �îðìóëû � ýòî ÷èñëî âõîæäåíèé ñèìâîëîâêâàíòîðîâ è ñâÿçîê â ýòó �îðìóëó.Îïðåäåëåíèå 3.5.8 (çíà÷åíèÿ �îðìóëû).
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, � � �îðìóëàñèãíàòóðû 
, � � ñîñòîÿíèå ñèñòåìû A.à). Åñëè � åñòü t1 = t2; ãäå t1 è t2 � òåðìû ñèãíàòóðû 
, òî�(�) = 1, åñëè �(t1) = �(t2), è �(�) = 0, åñëè �(t1) 6= �(t2).á). Ïóñòü �1 åñòü P , P � íóëüìåñòíûé ñèìâîë îòíîøåíèÿ èç ñèã-íàòóðû 
 è PA � îòíîøåíèå, ïîñòàâëåííîå â ñîîòâåòñòâèå ñèìâîëóP â ñèñòåìå A. Òîãäà �(P ) åñòü PA.â). Ïóñòü � åñòü P (t1; : : : ; tn), ãäå P � n-ìåñòíûé ñèìâîë îòíîøå-íèÿ èç ñèãíàòóðû 
, à t1; : : : ; tn � òåðìû ñèãíàòóðû 
, PA � îòíî-øåíèå, ïîñòàâëåííîå â ñîîòâåòñòâèå ñèìâîëó P â ñèñòåìå A. Òîãäà�(P (t1; : : : ; tn)) = 1, åñëèh�(t1); : : : ; �(tn)i 2 PA;è �(P (t1; : : : ; tn) = 0, åñëèh�(t1); : : : ; �(tn)i 62 PA:ã). Åñëè � åñòü îäíà èç �îðìóë :�1, (�1_�2), (�1&�2), (�1 ! �2),òî �(�) îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç �(�1) è �(�2) ïî ïðàâèëàì, óêàçàííûì âñëåäóþùèõ òàáëèöàõ. �1 :�10 11 0�1 �2 (�1&�2) (�1 _ �2) (�1 ! �2)0 0 0 0 10 1 0 1 11 0 0 1 01 1 1 1 1ä). Åñëè � åñòü (9x)�1; òî �(�) = 1, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ñî-ñòîÿíèå �1 ñèñòåìû A, ÷òî �1(y) = �(y) äëÿ êàæäîé îòëè÷íîé îò xïåðåìåííîé y è �1(�1) = 1, è �(�) = 0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.å). Åñëè � åñòü (8x)�1; òî �(�) = 1, åñëè �1(�1) = 1 äëÿ êàæ-äîãî òàêîãî ñîñòîÿíèÿ �1 ñèñòåìû A, ÷òî �1(y) = �(y) äëÿ êàæäîéîòëè÷íîé îò x ïåðåìåííîé y; è �(�) = 0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.Åñëè �(�) = 1, òî ãîâîðÿò, ÷òî � èñòèííà íà � è ïèøóò � j= �.Åñëè �(�) = 0, òî ãîâîðÿò, ÷òî � ëîæíà íà �. Åñëè � èñòèííà íàêàæäîì ñîñòîÿíèè ñèñòåìû A, òî ãîâîðÿò, ÷òî � èñòèííà â A (èëèíà A), è ïèøóò A j= �.
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,òî ãîâîðÿò, ÷òî � òîæäåñòâåííî èñòèííà.Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî�((8x)�) = �(:(9x):�);�((9x)�) = �(:(8x):�)äëÿ êàæäîé �îðìóëû � è êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ �.Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.Ïðèìåð 3.5.4.�àññìîòðèì �îðìóëó (7) è àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó A1; îïèñàííóþâ ïðèìåðå 3.4.1. Êàê ýòà �îðìóëà, òàê è ñèñòåìà A1 èìåþò ñèãíàòóðó
1; îïèñàííóþ â òîì æå ïðèìåðå. Ôîðìóëà (7) èìååò âèä (8z)(8x)(8y)�.Ôîðìóëà (7) èñòèííà âA1. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîåñîñòîÿíèå � ñèñòåìû A. Åñëè� j= :(9x1)(9y1)R(x; z; x1; y1);òî �îðìóëà � òîæå èñòèííà íà �. Ïóñòü� j= (9x1)(9y1)R(x; z; x1; y1):Òîãäà �(x) ÿâëÿåòñÿ øè�ðîì ãðóïïû, à �(z) � íàçâàíèåì òàêîãî ïðåä-ìåòà, ÷òî â íåêîòîðîå ÷èñëî â íåêîòîðîé àóäèòîðèè ïðîâîäèòñÿ ýêçàìåíïî ïðåäìåòó �(z) â ãðóïïå �(x). Åñëè� j= :(9z)(9x2)(9y2)R(y; z; x2; y2);òî �îðìóëà � èñòèííà íà �. Ïóñòü� j= (9z)(9x2)(9y2)R(y; z; x2; y2):Èç îïðåäåëåíèÿ A1 ëåãêî óñìîòðåòü, ÷òî òîãäà �(y) ÿâëÿåòñÿ øè�ðîìãðóïïû. Êðîìå òîãî, åñëè â ãðóïïå �(x) ïðîâîäèòñÿ ýêçàìåí ïî ïðåäìå-òó �(z), òî è â ëþáîé äðóãîé ãðóïïå, â ÷àñòíîñòè, â ãðóïïå �(y) òîæåïðîâîäèòñÿ ýêçàìåí ïî ïðåäìåòó �(z). Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò òàêîå ñîñòîÿ-íèå �1 ñèñòåìû A1; ÷òî �1(y) = �(y), �1(z) = �(z) è �1 j= R(y; z; x2; y2).Ïîýòîìó � j= (9x2)(9y2)R(y; z; x2; y2):Ýòî ãîâîðèò î òîì, ÷òî � j= �. Èç ïðîèçâîëüíîñòè � ñëåäóåò, ÷òîA1 j= (8z)(8x)(8y)�:Çíà÷èò, �îðìóëà (7) èñòèííà â A1.



3.5 Òåðìû è �îðìóëû 133Ïðèìåð 3.5.5.Ïóñòü � � òàêîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû A2 ñèãíàòóðû 
2 èç ïðèìå-ðà 3.4.2, ÷òî �(x3) åñòü Ìåðçëÿêîâ, à �(x4) åñòü Ìàçóðîâ. Ïîêàæåì, ÷òî�îðìóëà (8) ëîæíà íà �. Ïóñòü �1 � ëþáîå òàêîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû A2;÷òî �1(x3) = Ìåðçëÿêîâ, �1(x4) = Ìàçóðîâ, �1(x) = 201, �1(y1) = M1,�1(z1) = àëãåáðà, �1(x1) = 3. Òîãäà�1 j= Q(y1; z1; x3; x1; x):Îäíàêî, åñëè �2 � òàêîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû A2; ÷òî �2(x4) = Ìàçóðîâ,�2(x) = 201, òî �2 j= :Q(y2; z2; x4; x2; x);òàê êàê Ìàçóðîâ íå ýêçàìåíóåò â àóäèòîðèè 201. Ïîýòîìó �îðìóëà (8)ëîæíà íà �.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè �0 � òàêîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû A2; ÷òî �0(x3) =Ìåðçëÿêîâ, �0(x4) = Åðøîâ, òî (8) èñòèííà íà �0.Òàêèì îáðàçîì, èñòèííîñòü (8) íà ñîñòîÿíèè �3 ñèñòåìû A2 çàâèñèòîò �3. Äëÿ îäíèõ ñîñòîÿíèé (8) èñòèííà, äëÿ äðóãèõ � ëîæíà.�ðóáî ãîâîðÿ, (8) ãîâîðèò î òîì, ÷òî ýêçàìåíàòîðû x3 è x4 ýêçàìå-íóþò â îäíèõ è òåõ æå àóäèòîðèÿõ.Ïðèìåð 3.5.6.�àññìîòðèì åùå ðàç òó æå ñèñòåìó A2 ñèãíàòóðû 
2; íî òåïåðü âìå-ñòå ñ �îðìóëîé (9). Ïóñòü � � ñîñòîÿíèå ñèñòåìû A2. Ôîðìóëà (9) ãî-âîðèò î òîì, ÷òî y ÿâëÿåòñÿ îáùèì ýêçàìåíàòîðîì â ãðóïïàõ x3 è x1.Ïîýòîìó åñëè �(x3) =M1, �(x1) = M2 è �(y) = Åðøîâ, òî (9) èñòèííàíà �. Îäíàêî, åñëè �(x3) = M1, �(x1) = M2 è �(y) = Ëàâðîâ, òî (9)ëîæíà íà �. Ôîðìóëà (9) ëîæíà òàêæå íà âñåõ òàêèõ ñîñòîÿíèÿõ � ñè-ñòåìû A2; ÷òî �(x1) = M1, �(x3) = M3, òàê êàê â ãðóïïàõ M1 è M3íåò îáùèõ ýêçàìåíàòîðîâ.Îïðåäåëåíèå 3.5.9 (ðåçóëüòàòà ïîäñòàíîâêè).Ïóñòü x1; : : : ; xn � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ïåðåìåííûå, à t1; : : : ; tn �òåðìû.à). Åñëè x îòëè÷íà îò êàæäîé èç ïåðåìåííûõ x1; : : : ; xn; òî(x)x1;:::;xnt1 ;:::;tnåñòü x.



134 3 ËÎ�ÈÊÀ Ï�ÅÄÈÊÀÒÎÂá). Åñëè i 2 f1; : : : ; ng, òî (xi)x1;:::;xnt1;:::;tnåñòü ti.â). Åñëè f � íóëüìåñòíûé ñèìâîë îïåðàöèè, òî (f)x1;:::;xnt1;:::;tn åñòü f .ã). Åñëè f � n-ìåñòíûé ñèìâîë îïåðàöèè, à t01; : : : ; t0m � òåðìû, òî(f(t01; : : : ; t0m))x1;:::;xnt1;:::;tnåñòü f((t01)x1;:::;xnt1;:::;tn ; : : : ; (t0m)x1;:::;xnt1;:::;tn ):ä). Äëÿ ëþáûõ òåðìîâ r è s(r = s)x1;:::;xnt1;:::;tnåñòü (r)x1;:::;xnt1 ;:::;tn = (s)x1;:::;xnt1;:::;tn :å). Åñëè P � íóëüìåñòíûé ñèìâîë îòíîøåíèÿ, òî(P )x1;:::;xnt1;:::;tnåñòü P .æ). Åñëè P � m-ìåñòíûé ñèìâîë îòíîøåíèÿ, à r1; : : : ; rm � òåð-ìû, òî (P (r1; : : : ; rm))x1;:::;xnt1;:::;tnåñòü P ((r1)x1;:::;xnt1;:::;tn ; : : : ; (rm)x1;:::;xnt1;:::;tn ):ç). Äëÿ ëþáûõ �îðìóë � è 	 è äëÿ ëþáîé ñâÿçêè } 2 f&;_;!g((�}	))x1;:::;xnt1;:::;tnåñòü ((�)x1;:::;xnt1;:::;tn }(	)x1;:::;xnt1;:::;tn ):è). Äëÿ ëþáîé �îðìóëû �(:�)x1;:::;xnt1;:::;tnåñòü :(�)x1;:::;xnt1;:::;tn :



3.5 Òåðìû è �îðìóëû 135ê). Åñëè i 2 f1; : : : ; ng, x � òàêàÿ ïåðåìåííàÿ, îòëè÷íàÿ îò x1; : : : ; xn;÷òî x âõîäèò â ti; à xi âõîäèò ñâîáîäíî â �îðìóëó � è Q 2 f8; 9g, òî((Qx)�)x1;:::;xnt1 ;:::;tníå îïðåäåëåíî.ë). Åñëè Q 2 f8; 9g, x � ïåðåìåííàÿ, îòëè÷íàÿ îò x1; : : : ; xn; è äëÿâñÿêîãî i 2 f1; : : : ; ng ëèáî x íå âõîäèò â ti; ëèáî xi íå âõîäèò ñâîáîäíîâ �îðìóëó �, òî ((Qx)�)x1;:::;xnt1 ;:::;tnåñòü (Qx)(�)x1;:::;xnt1;:::;tn :ì). Åñëè i 2 f1; : : : ; ng, Q 2 f8 ,9g, òî((Qxi)�)x1;:::;xnt1;:::;tnåñòü ((Qx)�)x1 ;:::;xi�1;xi+1;:::;xnt1;:::;ti�1;ti+1;:::;tn :�ðóáî ãîâîðÿ, îäíîâðåìåííàÿ ïîäñòàíîâêà òåðìîât1; : : : ; tnâìåñòî ñâîáîäíûõ âõîæäåíèé ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ïåðåìåííûõx1; : : : ; xnâ �îðìóëå � âîçìîæíà òîëüêî â ñëó÷àå, åñëè íè äëÿ êàêîãî i 2 f1; : : : ; ngíè îäíî ñâîáîäíîå âõîæäåíèå xi íå ëåæèò â îáëàñòè äåéñòâèÿ êâàíòîðàïî ïåðåìåííîé, âõîäÿùåé â ti. �åçóëüòàò ýòîé ïîäñòàíîâêè, åñëè îíàâîçìîæíà, îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç (�)x1;:::;xnt1;:::;tn :Ëåììà 3.15. Åñëè A � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñèãíàòóðû 
; � �ñîñòîÿíèå ñèñòåìû A; z � ïåðåìåííàÿ; s, r, t � òåðìû ñèãíàòóðû 
;�(s) = �(r), òî �((t)zs) = �((t)zr):Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèåé ïî ÷èñëó ñèìâîëîâ îïåðàöèé â òåðìå t.Áàçèñ èíäóêöèè. Òåðì t åñòü ïåðåìåííàÿ èëè ñèìâîë íóëüìåñòíîéîïåðàöèè. Åñëè ïåðåìåííàÿ îòëè÷íà îò z, òî (t)zs è (t)zr ñîâïàäàþò ñ t.



136 3 ËÎ�ÈÊÀ Ï�ÅÄÈÊÀÒÎÂÅñëè ïåðåìåííàÿ åñòü z, òî (t)zs åñòü s, (t)zr åñòü r è �((t)zs) = �(s) =�(r) = �((t)zr).Åñëè t åñòü ñèìâîë íóëüìåñòíîé îïåðàöèè, òî (t)zs è (t)zr ñîâïàäàþòñ t.Èíäóêöèîííûé øàã. Ïóñòü t åñòü f(t1; : : : ; tn) è�((ti)zs) = �((ti)zr)äëÿ i 2 f1; : : : ; ng. Òîãäà�((t)zs) = fA(�((t1)zs ; : : : ; �((tn)zs) = fA(�((t1)zr ; : : : ; �((tn)zr) = �((t)zr):Ëåììà 3.16. Ïóñòü A � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñèãíàòóðû 
; � ��îðìóëà ñèãíàòóðû 
; r, s � òåðìû ñèãíàòóðû 
; z � ïåðåìåííàÿ;(�)zs è (�)zr îïðåäåëåíû; � � ñîñòîÿíèå ñèñòåìû A; �(s) = �(r). Òîãäà�((�)zs) = �((�)zr).Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèåé ïî ñëîæíîñòè �îðìóëû.Áàçèñ èíäóêöèè. Ñëîæíîñòü ðàâíà 0. � � àòîìíàÿ �îðìóëà.Ñëó÷àé 1. � åñòü íóëüìåñòíûé ñèìâîë îòíîøåíèÿ. Òîãäà (�)zs è (�)zråñòü �.Ñëó÷àé 2. � åñòü t1 = t2. Òîãäà (�)zs åñòü(t1)zs = (t2)zs ;a (�)zr åñòü (t1)zr = (t2)zr :Òàê êàê �((t1)zs) = �((t1)zr); �((t2)zs) = �((t2)zr);òî �((�)zs) = �((�)zr).Ñëó÷àé 3. � åñòü P (t1; : : : ; tn). �àññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî:�((�)zs) = 1() h�((t1)zs); : : : ; �((tn)zs)i 2 PA ()h�((t1)zr); : : : ; �((tn)zr)i 2 PA () �((�)zr) = 1:Èíäóêöèîííûé øàã. � åñòü ëèáî :�1; ëèáî (�1}�2), ãäå} 2 f&;_;!g;ëèáî (9x1)�1; ëèáî (8x1)�1; à äëÿ �îðìóë �1 è �2 ëåììà óæå äîêàçàíà.



3.5 Òåðìû è �îðìóëû 137Ñëó÷àé 1.�((:�1)zs) = 1� �((�1)zs) = 1� �((�1)zr) = �(:(�1)zr):Ñëó÷àé 2.�((�1}�2)zs) = �(((�1)zs}(�2)zs)) = �((�1)zs)}�((�2)zs) =�((�1)zr)}�((�2)zr) = �((�1}�2)zr):Ñëó÷àé 3. Åñëè x1 îòëè÷íî îò z è z âõîäèò ñâîáîäíî â �1, òî�(((9x1)�1)zs) = �((9x1)(�1)zs) = �((9x1)(�1)zr) = �(((9x1)�1)zr);òàê êàê èç îïðåäåëåííîñòè (�)zs è (�)zr ñëåäóåò, ÷òî âñå ïåðåìåííûå,âõîäÿùèå â r, s, îòëè÷íû îò x1. Äåéñòâèòåëüíî, èñòèííîñòü (9x1)(�)zsíà � ðàâíîñèëüíà ñóùåñòâîâàíèþ òàêîãî ñîñòîÿíèÿ �1 ñèñòåìû A, ÷òî�1(x0) = �(x0) äëÿ âñåõ ïåðåìåííûõ x0, îòëè÷íûõ îò x1; è�1 j= (�1)zs :. Òàê êàê �1(s) = �(s) = �(r) = �1(r);òî �1 j= (�1)zr :Çíà÷èò, � j= (9x1)(�1)zr :Åñëè æå x1 åñòü z èëè z íå âõîäèò ñâîáîäíî â �1, òî ((9x1)�1)zs åñòü(9x1)�1 è ((9x1)�1)zr åñòü (9x1)�1.Ñëó÷àé 4.�(((8x1)�1)zs) = �(:((9x1):�1)zs) = �(:((9x1):�1)zr) = �(((8x1)�1)zr):Ëåììà 3.17. Ïóñòü A � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñèãíàòóðû 
, �� �îðìóëà ñèãíàòóðû 
, t � òåðì ñèãíàòóðû 
, íå ñîäåðæàùèéïåðåìåííîé x, � è �1 � òàêèå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû A, ÷òî �1(y) =�(y) äëÿ âñåõ ïåðåìåííûõ y, îòëè÷íûõ îò x, è (�)xt îïðåäåëåíî. Òîãäà�1((�)xt ) = �((�)xt ).



138 3 ËÎ�ÈÊÀ Ï�ÅÄÈÊÀÒÎÂÄîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèåé ïî ñëîæíîñòè �. Èç îïðåäåëåíèé ñëåäóåò,÷òî �(s) = �1(s) äëÿ âñåõ òåðìîâ s, íå ñîäåðæàùèõ x.Áàçèñ. � � àòîìíàÿ. Åñëè � � íóëüìåñòíûé ñèìâîë îòíîøåíèÿ, òî�1((�)xt ) = �((�)xt ) = �A:Åñëè � åñòü t1 = t2; òî�1((�)xt ) = 1 () �1((t1)xt ) = �1((t2)xt ) ()�((t1)xt ) = �((t2)xt ) () �((�)xt ) = 1;òàê êàê �1((t1)xt ) = �((t1)xt ); �1((t2)xt ) = �((t2)xt );èáî (t1)xt è (t2)xt íå ñîäåðæàò x.Ñëó÷àé, êîãäà � åñòü P (t1; : : : ; tn), ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.Èíäóêöèîííûé øàã. � åñòü ëèáî :�1, ëèáî (�1}�2), ãäå} 2 f&;_;!g;ëèáî (Qx1)�1; ãäå Q 2 f8; 9g, à äëÿ �îðìóë ìåíüøåé ñëîæíîñòè ëåììàóæå äîêàçàíà.Â ïåðâûõ äâóõ ñëó÷àÿõ èñòèííîñòíîå çíà÷åíèå � âû÷èñëÿåòñÿ ÷åðåçèñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ �1 è �2. �àññìîòðèì òðåòèé ñëó÷àé. Ïóñòü Qåñòü 9.Åñëè x1 åñòü x, òî ((9x1)�1)xt åñòü (9x)�1. Èñòèííîñòü (9x)�1 íà �ðàâíîñèëüíà ñóùåñòâîâàíèþ òàêîãî ñîñòîÿíèÿ �0 ñèñòåìû A, ÷òî �0(y) =�(y) äëÿ âñåõ ïåðåìåííûõ y, îòëè÷íûõ îò x, è íà �0 èñòèííà �1. Íîòîãäà �0(y) = �1(y) äëÿ âñåõ ïåðåìåííûõ y, îòëè÷íûõ îò x. Ïîýòîìó,åñëè �îðìóëà (9x)�1 èñòèííà íà �, òî îíà èñòèííà è íà �1.Åñëè æå x1 îòëè÷íî îò x, òî ((9x1)�1)xt åñòü (9x1)(�1)xt . Ïóñòü íà �èñòèííà (9x1)(�1)xt . Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ñîñòîÿíèå �0 ñèñòåìû A, ÷òî�0(y) = �(y) äëÿ âñåõ ïåðåìåííûõ y, îòëè÷íûõ îò x1; è íà �0 èñòèííà(�1)xt . Ïóñòü �01(y) = �0(y) äëÿ âñåõ ïåðåìåííûõ y, îòëè÷íûõ îò x, èïóñòü �01(x) = �1(x). Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ, íà �01 èñòèííà(�1)xt . Çíà÷èò, ((9x1)�1)xt èñòèííà íà �1; òàê êàê äëÿ y, îòëè÷íûõ îò xè x1; �1(y) = �(y) = �0(y) = �01(y):Ñëó÷àé, êîãäà Q åñòü 8, ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.Ëåììà 3.18. Ïóñòü A � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñèãíàòóðû 
, � ��îðìóëà ñèãíàòóðû 
, t � òåðì ñèãíàòóðû 
, (�)xt îïðåäåëåíî, � �òàêîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû A, ÷òî � j= (�)xt . Òîãäà � j= (9x)�.



3.5 Òåðìû è �îðìóëû 139Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì òàêóþ ïåðåìåííóþ z, êîòîðàÿ íå âõîäèò â� è t. Òîãäà ((�)xt )xz åñòü (�)xr , ãäå r åñòü (t)xz (áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèåñîäåðæèòñÿ â óïðàæíåíèè 3.5.5). Ïóñòü �2(y) = �(y) äëÿ âñåõ ïåðå-ìåííûõ y, îòëè÷íûõ îò z, è �2(z) = �(x). Òàê êàê ((�)xt )zx åñòü (�)xt ;òî �2((�)xt ) = �((�)xt ) (ëåììà 3.17). Ïî ëåììå 3.16, �2((�)xt ) = �2((�)xr ).Ñëåäîâàòåëüíî, (�)xr èñòèííà íà �2. �àññìîòðèì òåïåðü òàêîå ñîñòîÿíèå�3 òîé æå àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû, ÷òî �3(y) = �2(y) äëÿ âñåõ ïåðåìåí-íûõ y, îòëè÷íûõ îò x, è �3(x) = �2(r). Èìååì�3(�) = �3((�)xr ) = �2((�)xr ):Çíà÷èò, (9x)� èñòèííà íà �2. Òàê êàê ((9x)�)zx åñòü (9x)�, òî ïî ëåì-ìå 3.17, �2((9x)�) = �((9x)�). Èòàê, (9x)� èñòèííà íà �.Ëåììà 3.19. Ïóñòü A � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñèãíàòóðû 
, � ��îðìóëà ñèãíàòóðû 
, t � òåðì ñèãíàòóðû 
, (�)xt îïðåäåëåíî, � �òàêîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû A, ÷òî � j= (8x)�. Òîãäà � j= (�)xt .Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè íà � ëîæíî (�)xt , òî íà � j= (9x):� (ëåììà 3.18)è � j= :(8x)�. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ëåììó.Óïðàæíåíèÿ ê ��3.4 �3.5Óïðàæíåíèå 3.5.1. Àðè�ìåòèêîé íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà ñèãíàòóðûh+; �; 0; 1i;îñíîâíîå ìíîæåñòâî êîòîðîé � ýòî ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,à +; �; 0; 1 � ýòî îáû÷íûå îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ è ÷èñëà 0è 1. Àðè�ìåòè÷åñêîé íàçûâàåòñÿ ñèãíàòóðà àðè�ìåòèêè.Çàïèñàòü �îðìóëó, íå ñîäåðæàùóþ ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ, îòëè÷-íûõ îò x; y; z; èñòèííóþ â ñèñòåìå àðè�ìåòè÷åñêîé ñèãíàòóðû òîãäàè òîëüêî òîãäà, êîãäàà) ëèáî x; ëèáî y åñòü íóëü;á) x ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì ÷èñëîì, à y ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ÷èñëîì;â) x ìåíüøå y;ã) z äåëèò êàê x, òàê è y;ä) ÷èñëà x è y ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè;å) ñëîæåíèå êîììóòàòèâíî;æ) ñëîæåíèå äèñòðèáóòèâíî îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ;ç) âñÿêîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ ñóììîé òðåõ êâàäðàòîâ;è) ñóùåñòâóåò íàèáîëüøåå ïðîñòîå ÷èñëî.Êàêèå èç ýòèõ �îðìóë å) � è) èñòèííû â àðè�ìåòèêå?



140 3 ËÎ�ÈÊÀ Ï�ÅÄÈÊÀÒÎÂÓïðàæíåíèå 3.5.2. Ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèåé íàçûâàåòñÿ ñèñòåìàñèãíàòóðû hP;L; F; C;Bi, îñíîâíîå ìíîæåñòâî êîòîðîé � ýòî ìíîæå-ñòâî òî÷åê, ïðÿìûõ è ïëîñêîñòåé òðåõìåðíîãî åâêëèäîâîãî ïðîñòðàí-ñòâà, à P;L; F; C;B � ýòî ñîîòâåòñòâåííî îäíîìåñòíûå îòíîøåíèÿáûòü òî÷êîé, áûòü ïðÿìîé è áûòü ïëîñêîñòüþ, à òàêæå äâóõìåñò-íîå îòíîøåíèå ïðèíàäëåæíîñòè è òðåõìåñòíîå îòíîøåíèå ìåæäóòðåìÿ òî÷êàìè, óòâåðæäàþùåå, ÷òî îíè ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé èâòîðàÿ ëåæèò ìåæäó ïåðâîé è òðåòüåé. �åîìåòðè÷åñêîé íàçûâàåòñÿñèãíàòóðà ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè.Çàïèñàòü �îðìóëó, èñòèííóþ â ñèñòåìå ãåîìåòðè÷åñêîé ñèãíàòó-ðû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàà) ÷åðåç êàæäûå äâå ïðÿìûå ïðîõîäèò ïëîñêîñòü;á) äëÿ êàæäîé òî÷êè ñóùåñòâóåò ïëîñêîñòü, íå ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåçýòó òî÷êó;â) ñóùåñòâóþò òðè òî÷êè, íå ëåæàùèå íè íà êàêîé ïðÿìîé;ã) äëÿ êàæäûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê ñóùåñòâóåò òî÷êà, ëåæàùàÿìåæäó íèìè.Êàêèå èç ýòèõ �îðìóë èñòèííû â ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè?Óïðàæíåíèå 3.5.3. �àññìîòðèì ñèãíàòóðó, ñîñòîÿùóþ èç îäíîãîñèìâîëà äâóõìåñòíîãî îòíîøåíèÿ P . Êàæäàÿ êîíå÷íàÿ ñèñòåìà ýòîéñèãíàòóðû ìîæåò áûòü çàäàíà òàáëèöåé, â êîòîðîé ñòðîêè è ñòîëá-öû ïîìå÷åíû ýëåìåíòàìè îñíîâíîãî ìíîæåñòâà ýòîé ñèñòåìû, à íàïåðåñå÷åíèè ñòðîêè è ñòîëáöà ïîìåùàåòñÿ 1 èëè 0 â çàâèñèìîñòè îòòîãî, ïðèíàäëåæèò èëè íåò ïàðà ýëåìåíòîâ, ïîìå÷àþùèõ ýòè ñòðî-êó è ñòîëáåö, îòíîøåíèþ P .à). Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ òàêèõ ñèñòåì ñ îñíîâíûì ìíî-æåñòâîì 0; 1; 2; 3; 4?á). Óïîðÿäî÷èì ýòè ñèñòåìû êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëèíû 25 èçíóëåé è åäèíèö, ñ÷èòàÿ òó èç äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ìåíüøå, óêîòîðîé ïåðâûé èç íåðàâíûõ ýëåìåíòîâ ìåíüøå. Íàïðèìåð,0110000000000000000000000áîëüøå, ÷åì 0101111111111111111111111:Êàêèå ìåñòà â ýòîì ïîðÿäêå çàíèìàþò ñèñòåìû ñ ëîæíûì äëÿ âñåõïàð è ñ èñòèííûì äëÿ âñåõ ïàð îòíîøåíèåì P ?â). Äëÿ òðåõ èç ýòèõ ñèñòåì ñ íîìåðàìè 13, 6 è 8 ïðîâåðèòü,èñòèííà ëè â íèõ �îðìóëà



3.5 Òåðìû è �îðìóëû 141(8x)(9y)(P (x; y)&:(9z)(P (x; z)&:P (z; y))):ã). Ïðèäóìàòü çàìêíóòóþ �îðìóëó ýòîé ñèãíàòóðû, êîòîðàÿ èñ-òèííà âî âñåõ ýòèõ ïÿòèýëåìåíòíûõ ñèñòåìàõ, íî êîòîðàÿ ëîæíà âíåêîòîðîé êîíå÷íîé ñèñòåìå.ä). Ïðèäóìàòü çàìêíóòóþ �îðìóëó ýòîé ñèãíàòóðû, êîòîðàÿ èñ-òèííà âî âñåõ êîíå÷íûõ ñèñòåìàõ ýòîé ñèãíàòóðû ñ íå÷åòíûì ÷èñëîìýëåìåíòîâ, íî êîòîðàÿ ëîæíà â íåêîòîðîé êîíå÷íîé ñèñòåìå.å). Ïðèäóìàòü çàìêíóòóþ �îðìóëó ýòîé ñèãíàòóðû, êîòîðàÿ èñ-òèííà âî âñåõ êîíå÷íûõ ñèñòåìàõ ýòîé ñèãíàòóðû, íî êîòîðàÿ ëîæíàâ íåêîòîðîé áåñêîíå÷íîé ñèñòåìå.Óïðàæíåíèå 3.5.4. Îïèñàòü àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó, çàäàþùóþ ðàñ-ïèñàíèå äâèæåíèÿ ïîåçäîâ íà íåêîòîðîé ñòàíöèè. Ïðîâåðèòü, èñõî-äÿ èç �îðìàëüíûõ îïðåäåëåíèé, èñòèííîñòü â ýòîé ñèñòåìå �îðìóë,óòâåðæäàþùèõ, ÷òîà) êàæäûé ïîåçä èìååò è òîëüêî îäíó êîíå÷íóþ ñòàíöèþ;á) â êàæäûé êîíå÷íûé ïóíêò êàæäûé äåíü õîäèò íå áîëåå ïÿòèðàçíûõ ïîåçäîâ;â) ñóùåñòâóåò ïîåçä, êîòîðûé ñëåäóåò äî êîíå÷íîé ñòàíöèè áîëååòðåõ ñóòîê;ã) åñëè äâà êàêèõ-òî ïîåçäà èìåþò îáùèé íà÷àëüíûé ïóíêò, òîîíè èìåþò è îáùèé êîíå÷íûé ïóíêò.Óïðàæíåíèå 3.5.5. Åñëè x � ïåðåìåííàÿ; � � �îðìóëà; t, r, s �òåðìû, òî ((�)xt )xr åñòü (�)xs ; ãäå s åñòü (t)xr (â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òîâñå âñòðå÷àþùèåñÿ �îðìóëû îïðåäåëåíû). Äîêàçàòü ýòî.Óïðàæíåíèå 3.5.6. Äëÿ ëþáûõ ïåðåìåííîé x è �îðìóëû 	 îïðåäåëå-íà �îðìóëà (	)xx. Ïðè ýòîì (	)xx åñòü 	. Äîêàçàòü ýòî.Óïðàæíåíèå 3.5.7. Åñëè t � òåðì è ïåðåìåííàÿ x íå âõîäèò ñâîáîä-íî â �îðìóëó �, òî (�)xt åñòü �. Äîêàçàòü ýòî.Óïðàæíåíèå 3.5.8. Åñëè òåðì t íå ñîäåðæèò ïåðåìåííûõ, à ïåðå-ìåííàÿ x âõîäèò ñâîáîäíî â �îðìóëó �, òî (�)xt îïðåäåëåíî. Äîêàçàòüýòî.Óïðàæíåíèå 3.5.9. Ïóñòü ïåðåìåííûå x1, . . . , xn, xn+1 ïîïàðíî ðàç-ëè÷íû è íå âõîäÿò â òåðìû t1, . . . , tn, tn+1 è � � òàêàÿ �îðìóëà,÷òî (�)x1;:::;xn+1t1;:::;tn+1



142 3 ËÎ�ÈÊÀ Ï�ÅÄÈÊÀÒÎÂîïðåäåëåíà. Äîêàçàòü, ÷òî (�)x1;:::;xn+1t1;:::;tn+1ñîâïàäàåò ñ ((�)x1;:::;xnt1;:::;tn )xn+1tn+1 :3.6 Ôîðìóëèðîâêà èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâÈòàê, ìû ðàññìîòðåëè àë�àâèò, ñîäåðæàùèé ñèãíàòóðíûå ñèìâîëû îò-íîøåíèé è îïåðàöèé, ñèìâîë ðàâåíñòâà, ñâÿçêè è ñèìâîëû êâàíòîðîâ,çíàêè äëÿ ïðåäìåòíûõ ïåðåìåííûõ, ñêîáêè è çàïÿòóþ. Íåêîòîðûå ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ ýòîãî àë�àâèòà ìû íàçâàëè �îðìóëàìèè òåðìàìè. Òåðìàì è �îðìóëàì ìû ïðèäàëè íåêîòîðûé ñìûñë: òåð-ìû çàäàþò îïåðàöèè, à �îðìóëû � îòíîøåíèÿ íà îñíîâíîì ìíîæåñòâåðàññìàòðèâàåìîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû ðàññìàòðèâàåìîé ñèãíàòóðû.Íàøåé áëèæàéøåé öåëüþ áóäåò îïèñàíèå ìåõàíèçìà, êîòîðûé ïîðîæäà-åò âñå òîæäåñòâåííî èñòèííûå �îðìóëû.Îïðåäåëåíèå 3.6.1. Êàê è â èñ÷èñëåíèè âûñêàçûâàíèé, ìû áóäåìòàêæå ðàññìàòðèâàòü êðîìå �îðìóë íàçûâàåìûå ñåêâåíöèÿìè âûðà-æåíèÿ âèäà � ` �, ãäå ` � ñèìâîë ñåêâåíöèè, � � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü�îðìóë, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü è ïóñòîé, à � � �îðìóëà.Ïóñòü �èêñèðîâàíà ñèãíàòóðà 
. Ôîðìóëà äàëåå â ýòîé ãëàâå � �îð-ìóëà ñèãíàòóðû 
. Òåðì � òåðì ñèãíàòóðû 
. Äàëåå áóêâû x, y, z è ýòèáóêâû ñ èíäåêñàìè � ïðåäìåòíûå ïåðåìåííûå; �, 	, � è ýòè áóêâû ñèíäåêñàìè � �îðìóëû, � è � ñ èíäåêñàìè � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè �îð-ìóë, êîòîðûå ìîãóò áûòü è ïóñòûìè; t, r, s è ýòè áóêâû ñ èíäåêñàìè �òåðìû. Èñïîëüçîâàíèå �îðìóëû (�)xt â ïðàâèëàõ, âûâîäàõ, äîêàçàòåëü-ñòâàõ è ò. ï. ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ýòà �îðìóëà îïðåäåëåíà.Îïðåäåëåíèå 3.6.2 (àêñèîì). Àêñèîìàìè ÿâëÿþòñÿ âñå ñåêâåíöèèñëåäóþùèõ âèäîâ:à) � ` �, ãäå � � �îðìóëà;á) ` x = x, ãäå x � ïåðåìåííàÿ;â) x = y (�)zx ` (�)zy; ãäå � � òàêàÿ �îðìóëà, à x, y, z � òàêèåïåðåìåííûå, ÷òî (�)zx è (�)zy îïðåäåëåíû.Îïðåäåëåíèå 3.6.3 (ñõåì ïðàâèë âûâîäà). Ñõåìû ãëàâíûõ ïðàâèëâûâîäà ñîáðàíû â îïðåäåëåíèè 3.2.3, ñõåìû :-ïðàâèë âûâîäà ñîáðàíûâ îïðåäåëåíèè 3.2.4, äîïîëíèòåëüíûå ñõåìû ïðàâèë âûâîäà ñîáðàíû â



3.6 Ôîðìóëèðîâêà èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ 143îïðåäåëåíèè 3.2.5. Äëÿ ýòèõ ñõåì ìû ñîõðàíèì ðàíåå ââåäåííûå â � 3.2îáîçíà÷åíèÿ è íóìåðàöèþ. Ïðåäèêàòíûå ñõåìû ïðàâèë âûâîäà ñîáðàíûâ ñëåäóþùåé òàáëèöå: Àíòèöåäåíò Ñóêöåäåíò8 � (�)xt ` �� (8x)� ` � � ` �� ` (8x)�9 � � ` �� (9x)� ` � � ` (�)xt� ` (9x)�Ñõåìû ïåðâîé ñòðî÷êè èìåþò ïîñëåäîâàòåëüíî íîìåðà 12 è 13, àñõåìû âòîðîé ñòðî÷êè � 14 è 15. Ñõåìà 12 îáîçíà÷åíà 8 `, ñõåìà 13 �` 8, ñõåìà 14 � 9 `; ñõåìà 15 � ` 9.Îïðåäåëåíèå 3.6.4 (ïðàâèë âûâîäà è äîêàçàòåëüñòâà). Âûáåðåì÷èñëî îò 1 äî 15. Åñëè âûáðàíî ÷èñëî îò 1 äî 11, òî èñïîëüçóåì îïðå-äåëåíèå 3.2.6. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ â êà÷åñòâå � âûáåðåì êîíêðåòíóþïîñëåäîâàòåëüíîñòü �îðìóë, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü âûáðàíà è ïóñòîé.Äëÿ ñõåì 12 è 15 â êà÷åñòâå � è � âûáåðåì òàêèå �îðìóëû, â êà÷å-ñòâå x � òàêóþ ïåðåìåííóþ, â êà÷åñòâå t � òàêîé òåðì,÷òî �îðìóëà(�)xt îïðåäåëåíà. Äëÿ ñõåìû 13 â êà÷åñòâå � âûáåðåì òàêóþ �îðìóëó,à â êà÷åñòâå x � òàêóþ ïåðåìåííóþ, ÷òî x íå âõîäèò ñâîáîäíî íèâ îäíó èç �îðìóë �. Äëÿ ñõåìû 14 â êà÷åñòâå �, � âûáåðåì òàêèå�îðìóëû, à â êà÷åñòâå x � òàêóþ ïåðåìåííóþ, ÷òî x íå âõîäèò ñâî-áîäíî íè â � è íè â îäíó èç �îðìóë �. Ïîäñòàâèì â ñõåìó âûáðàííîãîíîìåðà âìåñòî �, �, 	, x, t èõ âûáðàííûå çíà÷åíèÿ. Ïîëó÷èì �èãó-ðó, íàä ÷åðòîé è ïîä ÷åðòîé êîòîðîé ñòîÿò ñåêâåíöèè. Ïîëó÷åííóþ�èãóðó íàçîâåì ïðàâèëîì âûâîäà. Ñêàæåì, ÷òî ñåêâåíöèÿ, ñòîÿùàÿïîä ÷åðòîé, ïîëó÷àåòñÿ èç ñåêâåíöèè, ñòîÿùåé íàä ÷åðòîé, ïî ýòîìóïðàâèëó âûâîäà. Îïðåäåëåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà è äåðåâà äîêàçàòåëüñòâàñîâïàäàþò ñ îïðåäåëåíèÿìè 3.2.7 è 3.2.8.Òåîðåìû 3.2 è 3.3 è ñëåäñòâèå èç ýòîé òåîðåìû 3.3 ñïðàâåäëèâû èäëÿ èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ.Òåîðåìà 3.20 (î êâàíòîðàõ). Ïóñòü x1; : : : ; xn � ïîïàðíî ðàçëè÷íûåïåðåìåííûå; y1; : : : ; yn � òàêèå, îòëè÷íûå îò x1; : : : ; xn ïåðåìåííûå,êîòîðûå ïîïàðíî ðàçëè÷íû è íå âñòðå÷àþòñÿ â �îðìóëå �.



144 3 ËÎ�ÈÊÀ Ï�ÅÄÈÊÀÒÎÂÑëåäóþùèå ñåêâåíöèè äîêàçóåìû:à) (8x1)(8x2) : : : (8xn)� ` (�)x1;x2;:::;xny1;y2;:::;yn ;á) (�)x1;x2;:::;xny1;y2;:::;yn ` (9x1)(9x2) : : : (9xn)�:Äîêàçàòåëüñòâî.à. Ïóñòü n = 1. Ôèãóðà (8x1)� ` (�)x1y1(�)x1y1 ` (�)x1y1 àêñ8 `ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì äîêàçàòåëüñòâà ñ íóæíûì êîðíåì.Ïóñòü ñåêâåíöèÿ(8x2) : : : (8xn)(�)x1y1 ` ((�)x1y1 )x2:::xny2:::ynäîêàçóåìà. Òîãäà âñå âèñÿ÷èå âåðøèíû äåðåâà(8x1)(8x2) : : : (8xn)� ` (�)x1;x2;:::;xny1;y2;:::;yn((8x2) : : : (8xn)�)x1y1 ` (�)x1;x2;:::;xny1;y2;:::;yn 8 `äîêàçóåìû.á. Ïóñòü n = 1. Ôèãóðà(�)x1y1 ` (9x1)�(�)x1y1 ` (�)x1y1 àêñ ` 9ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì ñ íóæíûì êîðíåì.Ïóñòü ñåêâåíöèÿ((�)x1y1 )x2:::xny2:::yn ` (9x2) : : : (9xn)(�)x1y1äîêàçóåìà. Òîãäà âñå âèñÿ÷èå âåðøèíû äåðåâà(�)x1;x2;:::;xny1;y2;:::;yn ` (9x1)(9x2) : : : (9xn)�((�)x1y1 )x2:::xny2:::yn ` (9x2) : : : (9xn)(�)x1y1 ` 9äîêàçóåìû.Òåîðåìà âåðíà îäíàêî è â ñëó÷àå, êîãäà y1,. . . , yn � ïðîèçâîëüíûåòåðìû (à íå òîëüêî, êîãäà îíè ÿâëÿþòñÿ ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè ïåðå-ìåííûìè). ×òîáû íå ïîâòîðÿòüñÿ, ñ�îðìóëèðóåì îáùåå óòâåðæäåíèå,ïîçâîëÿþùåå â äîêàçàòåëüñòâàõ óòâåðæäåíèé î òåðìàõ îãðàíè÷èâàòüñÿñëó÷àåì, êîãäà ýòè òåðìû � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ïåðåìåííûå.



3.6 Ôîðìóëèðîâêà èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ 145Òåîðåìà 3.21. Ïóñòü ïåðåìåííûå x1; : : : ; xn ïîïàðíî ðàçëè÷íû, à ïå-ðåìåííûå, âõîäÿùèå â òåðìû t1; : : : ; tn îòëè÷íû îò x1; : : : ; xn. Ïóñòüñåêâåíöèÿ �1 : : :�m ` �(ñîîòâåòñòâåííî, ` �) äîêàçóåìà. Òîãäà ñåêâåíöèÿ(�1)x1:::xnt1:::tn : : : (�m)x1:::xnt1:::tn ` (�)x1:::xnt1:::tn(ñîîòâåòñòâåííî, ` (�)x1:::xnt1:::tn ) òîæå äîêàçóåìà, åñëè âñå âõîäÿùèå âýòó ñåêâåíöèþ �îðìóëû îïðåäåëåíû.Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî ëåâóþ ÷àñòü ñåêâåíöèè ìîæíîñ÷èòàòü ïóñòîé. Ýòî çàìåòèì èíäóêöèåé ïî m. Åñëè m = 0, äîêàçûâàòüíå÷åãî. Åñëè ñåêâåíöèÿ �1 : : :�m+1 ` �äîêàçóåìà, òî ñåêâåíöèÿ�1 : : :�m ` (�m+1 ! �)òîæå äîêàçóåìà. Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ, ñåêâåíöèÿ(�1)x1:::xnt1:::tn : : : (�m)x1:::xnt1:::tn ` ((�m+1)x1:::xnt1:::tn ! (�)x1:::xnt1:::tn )òîæå äîêàçóåìà.Ïóñòü ñåêâåíöèÿ ` � äîêàçóåìà. Ïóñòü n = 1. Ôèãóðà` (�)x1t1` ((8x1)�! (�)x1t1 )(8x1)� ` (�)x1t1 ! �ââ ` (8x1)�` � ` 8 ! �óäÿâëÿåòñÿ äåðåâîì, âñå âèñÿ÷èå âåðøèíû êîòîðîãî äîêàçóåìû.Ïóñòü òåïåðü äîêàçóåìà ñåêâåíöèÿ` (�)x1:::xnt1:::tn :Ïî ïðåäûäóùåìó, äîêàçóåìà ñåêâåíöèÿ` ((�)x1:::xnt1:::tn )xn+1tn+1 :Îñòàëîñü èñïîëüçîâàòü óïðàæíåíèå 3.5.9.



146 3 ËÎ�ÈÊÀ Ï�ÅÄÈÊÀÒÎÂÒåîðåìà 3.22. Ïóñòü � � �îðìóëà; x1; : : : ; xn � ïîïàðíî ðàçëè÷íûåïåðåìåííûå; t1; : : : ; tn � òàêèå òåðìû, ÷òî �îðìóëà (�)x1;:::;xnt1;:::;tn îïðå-äåëåíà. Òîãäà äîêàçóåìû ñåêâåíöèè:à) (8x1)(8x2) : : : (8xn)� ` (�)x1;x2;:::;xnt1;t2;:::;tn ;á) (�)x1;x2;:::;xnt1;t2;:::;tn ` (9x1)(9x2) : : : (9xn)�:Äîêàçàòåëüñòâî. à). Âûáåðåì ïåðåìåííûå y1; : : : ; yn òàê, ÷òîáû îíè áû-ëè ïîïàðíî ðàçëè÷íû, îòëè÷íû îò x1; : : : ; xn; íå âõîäèëè â �îðìóëó �è â òåðìû t1; : : : ; tn. Ïî òåîðåìå 3.20, äîêàçóåìà ñåêâåíöèÿ(8x1)(8x2) : : : (8xn)� ` (�)x1;x2;:::;xny1;y2;:::;yn :Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî((�)x1;x2;:::;xny1;y2;:::;yn )y1;y2;:::;ynt1;t2;:::;tnåñòü (�)x1;x2;:::;xnt1;t2;:::;tn :Äîêàçóåìîñòü ñåêâåíöèè á) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.3.7 Òåîðåìà î ðàâåíñòâåÒåîðåìà 3.23 (î ðàâåíñòâå). Ïóñòü òåðìû t1; : : : ; tn, r1; : : : ; rn, t, r,s; ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ïåðåìåííûå x1; : : : ; xn è �îðìóëà � âûáðàíû òàê,÷òî (�)x1;:::;xnt1;:::;tn ; (�)x1;:::;xnr1;:::;rnîïðåäåëåíû. Ñëåäóþùèå ñåêâåíöèè äîêàçóåìû:à). ` t = t;á). t = r ` r = t;â). t = r r = s ` t = s;ã). t1 = r1 : : : tn = rn ` (t)x1;:::;xnt1;:::;tn = (t)x1;:::;xnr1;:::;rn ;ä). t1 = r1 : : : tn = rn (�)x1;:::;xnt1;:::;tn ` (�)x1;:::;xnr1;:::;rn :



3.7 Òåîðåìà î ðàâåíñòâå 147Äîêàçàòåëüñòâî.à). Ïóñòü ïåðåìåííàÿ x íå âõîäèò â t. Ñåêâåíöèÿ ` x = x ÿâëÿåòñÿàêñèîìîé. Ïî òåîðåìå 3.21, ñåêâåíöèÿ ` t = t äîêàçóåìà.á). Ïóñòü ïåðåìåííûå x è y ðàçëè÷íû è íå âõîäÿò â t è r. Ïî òåîðå-ìå 3.21, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñåêâåíöèþ x = y ` y = x.Ôèãóðà x = y ` y = xx = y ` (x = x! y = x)x = y x = x ` y = x àêñ ! �ââ x = y ` x = x` x = x àêñ óò ! �óäÿâëÿåòñÿ äåðåâîì äîêàçàòåëüñòâà, èáî ñåêâåíöèÿ x = y x = x ` y = xïîëó÷àåòñÿ ïî ïðàâèëó â) îïðåäåëåíèÿ àêñèîì, åñëè â êà÷åñòâå � âçÿòüz = x, ãäå z � îòëè÷íàÿ îò x ïåðåìåííàÿ.â). Ïóñòü x, y, z � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå ât, r, s. Ïî òåîðåìå 3.21, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñåêâåíöèþ x = y y = z `x = z. Çàìåòèì,÷òî ñåêâåíöèÿ y = z x = y ` x = z ÿâëÿåòñÿ àêñèîìîé,òàê êàê ïîëó÷àåòñÿ ïî ïðàâèëó â) îïðåäåëåíèÿ àêñèîì, åñëè â êà÷åñòâå� âçÿòü x = u, ãäå u îòëè÷íî îò x. Ïîýòîìó äåðåâîx = y y = z ` x = zy = z x = y ` x = zïåðÿâëÿåòñÿ äåðåâîì äîêàçàòåëüñòâà.ã). Ïóñòü x1; : : : ; xn, y1; : : : ; yn, z1; : : : ; zn ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ïåðå-ìåííûå, à y1; : : : ; yn, z1; : : : ; zn íå âõîäÿò â t, t1; : : : ; tn. Ïî òåîðåìå 3.21,äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñåêâåíöèþy1 = z1 : : : yn = zn ` (t)x1;:::;xny1;:::;yn = (t)x1;:::;xnz1;:::;zn :Ïóñòü � åñòü (t)x1;:::;xny1;:::;yn = t. Òîãäà (�)x1;:::;xny1;:::;yn åñòü(t)x1;:::;xny1;:::;yn = (t)x1;:::;xny1;:::;yn ;à (�)x1;:::;xnz1;:::;zn åñòü (t)x1;:::;xny1;:::;yn = (t)x1;:::;xnz1;:::;zn :Ïóñòü � åñòü y1 = z1 : : : yn = zn. Ñåêâåíöèÿ` (t)x1;:::;xny1;:::;yn = (t)x1;:::;xny1;:::;ynäîêàçóåìà ïî à). Ïîýòîìó âñå âèñÿ÷èå âåðøèíû äåðåâày1 = z1 : : : yn = zn ` (�)x1;:::;xnz1;:::;zn� ` (�)x1;:::;xny1;:::;yn � ` ((�)x1;:::;xny1;:::;yn ! (�)x1;:::;xnz1;:::;zn ) ! �óä



148 3 ËÎ�ÈÊÀ Ï�ÅÄÈÊÀÒÎÂäîêàçóåìû, åñëè äîêàçàíî ä).Èòàê, ã) ñëåäóåò èç ä).ä). Ïóñòü y1; : : : ; yn, z1; : : : ; zn � îòëè÷íûå îò x1; : : : ; xn ïîïàðíî ðàç-ëè÷íûå ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â �, t1; : : : ; tn, r1; : : : ; rn. Ïî òåîðå-ìå 3.21, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñåêâåíöèþy1 = z1 : : : yn = zn (�)x1;:::;xny1;:::;yn ` (�)x1;:::;xnz1;:::;zn :Ýòî áóäåì äîêàçûâàòü èíäóêöèåé ïî n. Ïðè n = 1 ýòà ñåêâåíöèÿ ÿâëÿ-åòñÿ àêñèîìîé. Ïóñòü âñå ñåêâåíöèèy1 = z1 : : : yn = zn (	)x1;:::;xny1;:::;yn ` (	)x1;:::;xnz1;:::;znäîêàçóåìû. Ïóñòü �i îáîçíà÷àåòy1 = z1 : : : yi = zi:Ïóñòü �i îáîçíà÷àåò (�)x1;:::;xiy1;:::;yi è �i îáîçíà÷àåò (�)x1;:::;xiz1;:::;zi . �àññìîòðèì�èãóðó �n+1 �n+1 ` �n+1�n+1 �n+1 ` ((�)n)xn+1zn+1: : : : : : : : : : : : : : : : : :yn+1 = zn+1 �n+1 ` ((�)n)xn+1zn+1 �n+1 �n+1 ` (((�)n)xn+1zn+1 ! �n+1) ! �óäÝòà �èãóðà åñòü äåðåâî, ëåâàÿ âèñÿ÷àÿ âåðøèíà êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿàêñèîìîé ïî ïðàâèëó â) îïðåäåëåíèÿ àêñèîì, à ïðàâàÿ âèñÿ÷àÿ âåðøè-íà äîêàçóåìà ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ. Ïîýòîìó êîðåíü ýòîãîäåðåâà äîêàçóåì.3.8 Íåïðîòèâîðå÷èâîñòü èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâÏóñòü A � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà ðàññìàòðèâàåìîé ñèãíàòóðû 
, �ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿíèåì ñèñòåìû A, à �1; : : : ;�n;� � �îðìóëû ñèãíàòóðû
.Îïðåäåëåíèå 3.8.1. Ñåêâåíöèÿ�1 : : :�n ` �èñòèííà íà �, åñëè îäíà èç �îðìóë �1; : : : ;�n ëîæíà íà � ëèáî åñëè �èñòèííà íà �.Ñåêâåíöèÿ ` � èñòèííà íà �, åñëè �îðìóëà � èñòèííà íà �. Ñå-êâåíöèÿ íàçûâàåòñÿ òîæäåñòâåííî èñòèííîé, åñëè îíà èñòèííà íàëþáîì ñîñòîÿíèè ëþáîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû ðàññìàòðèâàåìîé ñèã-íàòóðû.



3.8 Íåïðîòèâîðå÷èâîñòü èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ 149Çàìåòèì, ÷òî ñåêâåíöèÿ �1 : : :�s ` �òîãäà è òîëüêî òîãäà èñòèííà íà � (òîæäåñòâåííî èñòèííà), êîãäà �îð-ìóëà (f�1 : : :�sg& ! �)èñòèííà íà � (ñîîòâåòñòâåííî, òîæäåñòâåííî èñòèííà).Îïðåäåëåíèå f�1 : : :�sg& äàåòñÿ â îïðåäåëåíèè 3.3.1.Òåîðåìà 3.24. Êàæäàÿ äîêàçóåìàÿ ñåêâåíöèÿ òîæäåñòâåííî èñòèí-íà.Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèåé ïî äëèíå äîêàçàòåëüñòâà ñåêâåíöèè. Åñ-ëè äëèíà ðàâíà 0, òî ñåêâåíöèÿ åñòü àêñèîìà. Âñå àêñèîìû âèäîâ à) èá) îïðåäåëåíèÿ àêñèîì, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, òîæäåñòâåííî èñòèííû.Òîæäåñòâåííàÿ èñòèííîñòü àêñèîì âèäà â) îïðåäåëåíèÿ àêñèîì äîêàçû-âàåòñÿ â ëåììå 3.16.Ïóñòü òåïåðü ñåêâåíöèÿ ïîëó÷àåòñÿ èç òîæäåñòâåííî èñòèííûõ ñå-êâåíöèé ïî ïðàâèëó âûâîäà. Åñëè ýòî ïðàâèëî ïîëó÷àåòñÿ ïî îäíîé èçñõåì 1 � 11, ýòîò ñëó÷àé óæå ðàçîáðàí â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.5.�àññìîòðèì îñòàâøèåñÿ ÷åòûðå ñëó÷àÿ.Ñõåìà 12. Ïóñòü âñå �îðìóëû èç � è (8x)� èñòèííû íà �. Òîãäà� j= (�)xt (ëåììà 3.19). Ïîýòîìó � èñòèííà íà � è ðàññìàòðèâàåìàÿñåêâåíöèÿ òîæå èñòèííà íà �.Ñõåìà 15. Ïóñòü âñå �îðìóëû èç � èñòèííû íà �. Òîãäà (�)xt òîæåèñòèííà íà �. Ïî ëåììå 3.18, � j= (9x)�.Ñõåìà 13. Ïóñòü x íå âõîäèò ñâîáîäíî íè â îäíó èç �îðìóë � è âñå�îðìóëû èç � èñòèííû íà �. Ïóñòü �1 � ëþáîå òàêîå ñîñòîÿíèå òîéæå àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû, ÷òî �1(y) = �(y) äëÿ âñåõ ïåðåìåííûõ y,îòëè÷íûõ îò x. Òàê êàê (�)xt åñòü � äëÿ êàæäîé �îðìóëû � èç � èêàæäîãî íå ñîäåðæàùåãî x òåðìà t (óïðàæíåíèå 3.5.7), òî âñå �îðìóëûèç � èñòèííû íà �1 (ëåììà 3.17). Ïîýòîìó � èñòèííà íà �1. Çíà÷èò,(8x)� èñòèííà íà �.Ñõåìà 14. Ïóñòü x íå âõîäèò ñâîáîäíî íè â � è íè â îäíó èç �îð-ìóë èç � è âñå �îðìóëû èç � è �îðìóëà (9x)� èñòèííû íà �. Òîãäàñóùåñòâóåò òàêîå ñîñòîÿíèå �1 òîé æå ñèñòåìû, ÷òî � èñòèííà íà �1 è�1(y) = �(y) äëÿ âñåõ ïåðåìåííûõ y, îòëè÷íûõ îò x. Âñå �îðìóëû èç �è � èñòèííû íà �1. Çíà÷èò, � èñòèííà íà �1. Òàê êàê � íå ñîäåðæèò xñâîáîäíî, òî � èñòèííà è íà �.



150 3 ËÎ�ÈÊÀ Ï�ÅÄÈÊÀÒÎÂ3.9 Ïðåäâàðåííàÿ �îðìàÎïðåäåëåíèå 3.9.1 (ýêâèâàëåíòíîñòè �îðìóë). Ôîðìóëû � è �íàçîâåì ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îáå ñåêâåíöèè � ` � è � ` � äîêàçó-åìû. Ôîðìóëó � íàçîâåì äîêàçóåìîé, åñëè ñåêâåíöèÿ ` � äîêàçóåìà.Ïèøåì � � �, åñëè �îðìóëû � è � ýêâèâàëåíòíû.Ëåììû 3.7, 3.8 î çàìåíå è 3.9 î áóëåâûõ ýêâèâàëåíòíîñòÿõ ñïðàâåä-ëèâû è äëÿ èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ. Èõ äîêàçàòåëüñòâà, ïðèâåäåííûåâ � 3.3 äëÿ èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé, áåç âñÿêèõ èçìåíåíèé ãîäÿòñÿ èäëÿ èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ.Ëåììà 3.25. Åñëè � � �, òîà. (9x)� � (9x)�:á. (8x)� � (8x)�.Äîêàçàòåëüñòâî. (9x)� ` (9x)�� ` (9x)�� ` � ` 99 `(8x)� ` (8x)�(8x)� ` �� ` � 8 ` ` 8Ïðèìåíåíèå ïðàâèëà 9 ` âîçìîæíî, òàê êàê (9x)� íå ñîäåðæèò xñâîáîäíî. Ïðèìåíåíèå ïðàâèëà ` 8 âîçìîæíî, òàê êàê (8x)� íå ñîäåð-æèò x ñâîáîäíî. Íàäî òàêæå çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ ïåðåìåííîé x è�îðìóëû 	 îïðåäåëåíà �îðìóëà (	)xx. Ïðè ýòîì (	)xx åñòü (	). Ýòî �óïðàæíåíèå 3.5.6.Ëåììà 3.26. Åñëè ïåðåìåííàÿ y íå âõîäèò â �îðìóëó �, òîà). (8x)� � (8y)(�)xy :á). (9x)� � (9y)(�)xy .Äîêàçàòåëüñòâî.à). (8x)� ` (8y)(�)xy(8x)� ` (�)xy(�)xy ` (�)xy àêñ8 ` ` 8Òàê êàê ((�)xy)yx åñòü �, òî ñåêâåíöèÿ(8y)(�)xy ` (8x)�



3.9 Ïðåäâàðåííàÿ �îðìà 151äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.á). (9x)� ` (9y)(�)xy� ` (9y)(�)xy� ` ((�)xy)yx àêñ ` 99 `Ñåêâåíöèÿ (9y)(�)xy ` (9x)�äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.Ëåììà 3.27. Ïóñòü ïåðåìåííàÿ x íå âõîäèò â �îðìóëó �. Òîãäàà). :(9x)� � (8x):�.á). :(8x)� � (9x):�.â). ((9x)� _�) � (9x)(� _�).ã). ((8x)� _�) � (8x)(� _�).ä). ((9x)�&�) � (9x)(�&�).å). ((8x)�&�) � (8x)(�&�).Äîêàçàòåëüñòâî.à). :(9x)� ` (8x):�:(9x)� ` :�:(9x)� ::� ` (9x)�::� ` � ïåð óò ` 9 :(9x)� ::� ` :(9x)�: ` 8Òàê êàê ñåêâåíöèÿ ::� ` � äîêàçóåìà (ëåììà 3.9.10)), òî âñå âèñÿ÷èåâåðøèíû ýòîãî äåðåâà äîêàçóåìû.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñåêâåíöèè(8x):� ` :(9x)�ñíà÷àëà èñïîëüçóåì ïðàâèëî äëÿ :. Ïîñëå ýòîãî íóæíî áóäåò äîêàçû-âàòü äâå ñåêâåíöèè: (8x):� ::(9x)� ` (�)xy ;(8x):� ::(9x)� ` :(�)xy :Ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ ñåêâåíöèé. Îáîçíà÷èì (�)xy ÷åðåç 	.(8x):� ::(9x)� ` (�)xy(8x):� ::(9x)� ` (9x)� (8x):� ::(9x)� ` ((9x)�! 	))(8x):� (9x)� ` 	� (8x):� ` 	� :� ` 	 8 `9 ` ïåð óò ! �ââ ! �óä



152 3 ËÎ�ÈÊÀ Ï�ÅÄÈÊÀÒÎÂ(8x):� ::(9x)� ` :(�)xy:(�)xy ` :(�)xy àêñ óò 8 `Çäåñü èñïîëüçîâàíà äîêàçóåìîñòü ñåêâåíöèè::(9x)� ` (9x)�(ëåììà 3.9.10)), à â êà÷åñòâå y � ïåðåìåííàÿ, íå âõîäÿùàÿ â � è îòëè÷-íàÿ îò x. Ïðèìåíåíèå ïðàâèëà 9 ` çàêîííî, òàê êàê (8x):� è (�)xy íåñîäåðæàò x ñâîáîäíî.á). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñåêâåíöèè:(8x)� ` (9x):�ñíà÷àëà èñïîëüçóåì ïðàâèëî äëÿ :. Ïîñëå ýòîãî íóæíî áóäåò äîêàçû-âàòü äâå ñåêâåíöèè: :(8x)� :(9x):� ` :(8x)�;:(8x)� :(9x):� ` (8x)�:Ïåðâàÿ ñåêâåíöèÿ ïîëó÷àåòñÿ èç àêñèîìû ïî ïðàâèëó óòîí÷åíèÿ. Ïðè-âåäåì äîêàçàòåëüñòâî âòîðîé ñåêâåíöèè.:(8x)� :(9x):� ` (8x)�:(9x):� ` (8x)�:(9x):� ` (8x)::� :(9x):� ` ((8x)::�! (8x)�)(8x)::� ` (8x)� óò ! �ââ ! �óäïåð óòÂ ýòîì äåðåâå âòîðàÿ âèñÿ÷àÿ âåðøèíà äîêàçóåìà ïî ëåììå 3.9.10) èëåììå 3.25, à ïåðâàÿ ïî ïóíêòó à) äîêàçàòåëüñòâà.Äîêàæåì âòîðóþ ñåêâåíöèþ.(9x):� ` :(8x)�:� ` :(8x)�:� ::(8x)� ` �::(8x)� ` �::(8x)� ` (8x)� ::(8x)� ` ((8x)�! �)(8x)� ` � óò ! �ââ :� ::(8x)� ` :�:9 `Â ýòîì äåðåâå âòîðàÿ âèñÿ÷àÿ âåðøèíà äîêàçóåìà ïî ëåììå 3.9.10).Ïåðâàÿ âèñÿ÷àÿ âåðøèíà äîêàçóåìà ïî òåîðåìå 3.22.à).â). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñåêâåíöèè((9x)� _�) ` (9x)(� _�)



3.9 Ïðåäâàðåííàÿ �îðìà 153âîñïîëüçóåìñÿ ïðàâèëîì óäàëåíèÿ äèçúþíêöèè (ðàçáîðîì ñëó÷àåâ). Íà-äî äîêàçàòü òðè ñåêâåíöèè:((9x)� _�) ` ((9x)� _�);((9x)� _�) (9x)� ` (9x)(� _�);((9x)� _�) � ` (9x)(� _�):Ïåðâàÿ èç íèõ ÿâëÿåòñÿ àêñèîìîé, à òðåòüÿ äîêàçûâàåòñÿ ïóòåì ïðè-ìåíåíèÿ ïðàâèë ` 9 è ââåäåíèÿ äèçúþíêöèè. Äîêàæåì âòîðóþ èç ýòèõñåêâåíöèé. ((9x)� _�) (9x)� ` (9x)(� _�)(9x)� ` (9x)(� _�)� ` (9x)(� _�)� ` (� _�)� ` � _ �ââ ` 99 ` ïåð óòÑåêâåíöèÿ (9x)(� _�) ` ((9x)� _�)äîêàçûâàåòñÿ ïðèìåíåíèåì ïðàâèëà 9 ` è çàòåì ðàçáîðîì ñëó÷àåâ ñèñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû 3.22.ã). Àíàëîãè÷íî â).ä). Îáîçíà÷èì (9x)(�&�) ÷åðåç 	. Èìååì:((9x)�&�) ` (9x)(�&�)((9x)�&�) ` ((9x)�! 	) ((9x)�&�) ` (9x)� ! �óäè ((9x)�&�) (9x)� ` 	((9x)�&�) (9x)� ` (�! 	) ((9x)�&�) (9x)� ` � ! �óä:Ïî ýòîé ïðè÷èíå äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñåêâåíöèþ(9x)� � ` (9x)(�&�):Äîêàæåì ýòó ñåêâåíöèþ.(9x)� � ` (9x)(�&�)� � ` (9x)(�&�)� � ` (�&�) ` 9ïåð 9 `Ñåêâåíöèÿ (9x)(�&�) ` ((9x)�&�)äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.å). Àíàëîãè÷íî ïóíêòó ä).



154 3 ËÎ�ÈÊÀ Ï�ÅÄÈÊÀÒÎÂÎïðåäåëåíèå 3.9.2 (áåñêâàíòîðíîé �îðìóëû).à). Êàæäàÿ àòîìíàÿ �îðìóëà ÿâëÿåòñÿ áåñêâàíòîðíîé �îðìóëîé.á). Åñëè �, � � áåñêâàíòîðíûå �îðìóëû, òî (�_�), (�&�), (�!�), :� � òîæå áåñêâàíòîðíûå �îðìóëû.â). Ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ áåñêâàíòîðíîé òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäàìîæíî äîêàçàòü ýòî, èñïîëüçóÿ à) è á).Îïðåäåëåíèå 3.9.3 (ïðåäâàðåííîé �îðìóëû).à). Êàæäàÿ áåñêâàíòîðíàÿ �îðìóëà ÿâëÿåòñÿ ïðåäâàðåííîé �îðìó-ëîé è ñîâïàäàåò ñî ñâîåé ìàòðèöåé. Êâàíòîðíàÿ ïðèñòàâêà åå ïóñòà.á). Åñëè � � ïðåäâàðåííàÿ �îðìóëà, � � åå êâàíòîðíàÿ ïðèñòàâêà,� � åå ìàòðèöà, à x � ïåðåìåííàÿ, òî (8x)� è (9x)� � òîæå ïðåä-âàðåííûå �îðìóëû ñ ìàòðèöåé �. Ïðè ýòîì êâàíòîðíàÿ ïðèñòàâêà(8x)� åñòü (8x)�, à êâàíòîðíàÿ ïðèñòàâêà (9x)� åñòü (9x)�.â). Ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ ïðåäâàðåííîé òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ýòîìîæíî äîêàçàòü, èñïîëüçóÿ ïóíêòû à) è á).Òåîðåìà 3.28. Äëÿ êàæäîé �îðìóëû � ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíàÿåé ïðåäâàðåííàÿ �îðìóëà.Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèåé ïî ñëîæíîñòè �îðìóëû �.Åñëè ñëîæíîñòü ðàâíà 0, òî � � àòîìíàÿ, à çíà÷èò, ïðåäâàðåííàÿ.Ïóñòü �îðìóëà � åñòü :�1; à �1 ýêâèâàëåíòíà ïðåäâàðåííîé �îð-ìóëå �1. Òîãäà :�1 � :�1. Èíäóêöèåé ïî ÷èñëó êâàíòîðîâ â êâàíòîð-íîé ïðèñòàâêå � �îðìóëû�1 ïîñòðîèì ïðåäâàðåííóþ �îðìóëó, ýêâèâà-ëåíòíóþ :�1. Åñëè �1 íå ñîäåðæèò êâàíòîðîâ (áåñêâàíòîðíàÿ), òî :�1ÿâëÿåòñÿ ïðåäâàðåííîé �îðìóëîé. Åñëè � åñòü (9x)�0 è 	 åñòü ìàòðèöà�îðìóëû �1; òî ïóñòü :�0	 ýêâèâàëåíòíà ïðåäâàðåííîé �2. Òîãäà :�1ýêâèâàëåíòíà (8x):�0	 (ëåììà 3.27.à)) è ýêâèâàëåíòíà (8x)�2 (ëåì-ìà 3.25.á)). Ïîñëåäíÿÿ �îðìóëà ïðåäâàðåííàÿ (îïðåäåëåíèå 3.9.3.á)).Åñëè æå �1 åñòü (8x)�0, òî ïðè òåõ æå � è �2 �îðìóëà :�1 ýêâèâà-ëåíòíà (9x)�2.Åñëè � åñòü (9x)�1 èëè (8x)�1; à �1 ýêâèâàëåíòíà ïðåäâàðåííîé�1; òî � ïî ëåììå 3.25 ýêâèâàëåíòíà (9x)�1 èëè (8x)�1; êîòîðûå ïîîïðåäåëåíèþ 3.9.3.á) òîæå ïðåäâàðåííûå.Òàê êàê (�1 ! �2) ýêâèâàëåíòíà (:�1_�2) (ëåììà 3.9.1)) è (�1&�2)ýêâèâàëåíòíà :(:�1 _:�2) (ëåììû 3.9 è 3.8), òî îñòàëîñü ðàññìîòðåòüñëó÷àé, êîãäà � åñòü (�1 _ �2), à �1 è �2 � ïðåäâàðåííûå �îðìóëû.Òàê êàê (�1 _ �2) � (�2 _ �1);



3.9 Ïðåäâàðåííàÿ �îðìà 155òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ëèáî îáå �îðìóëû �1 è �2 � áåñêâàíòîðíûå,ëèáî êâàíòîðíàÿ ïðèñòàâêà �1 íå ÿâëÿåòñÿ ïóñòîé.Ñòðîèòü ïðåäâàðåííóþ �îðìóëó, ýêâèâàëåíòíóþ �, áóäåì èíäóê-öèåé ïî îáùåìó ÷èñëó êâàíòîðîâ ó �1 è �2. Åñëè îáå ýòè �îðìóëûáåñêâàíòîðíû, òî � � ïðåäâàðåííàÿ.Åñëè �1 åñòü �1	1 è �2 åñòü �2	2, ãäå �1 è �2 � êâàíòîðíûå ïðè-ñòàâêè, à 	1 è 	2 � ìàòðèöû, òî ïóñòü �1 åñòü (Qy)�0. Âûáåðåì òà-êóþ ïåðåìåííóþ z, êîòîðàÿ íå âñòðå÷àåòñÿ â �1 è �2. Ïî ëåììå 3.26,�1 ýêâèâàëåíòíà (Qz)(�0	1)yz . Ôîðìóëà (�0�1)yz òîæå ïðåäâàðåííàÿ. Ïîëåììå 3.8, � ýêâèâàëåíòíà((Qz)(�0�1)yz _ �2):Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî y íå âõîäèò â �2. Òîãäà((Qy)�0	1 _�2) � (Qy)(�0	1 _�2):×èñëî êâàíòîðîâ ó �0	1 è �2 íà îäèí ìåíüøå, ÷åì ó �1 è �2. Ïîýòîìó(�0	1 _ �2)ýêâèâàëåíòíà ïðåäâàðåííîé �îðìóëå �0. Íî òîãäà(�1 _ �2)ýêâèâàëåíòíà (Qy)�0 ïî ëåììå 3.25.Ïðèìåð 3.9.1.�àññìîòðèì �îðìóëó(((9x1)(9y1)R(x; z; x1; y1)&(9z)(9x2)(9y2)R(y; z; x2; y2))!(9x2)(9y2)R(y; z; x2; y2))ñèãíàòóðû 
1; îïèñàííîé â ïðèìåðå 3.4.1. Ýòà �îðìóëà ýêâèâàëåíòíà�îðìóëå(:((9x1)(9y1)R(x; z; x1; y1)&(9z)(9x2)(9y2)R(y; z; x2; y2))_(9x2)(9y2)R(y; z; x2; y2))(ëåììà 3.9). Òàê êàê:((9x1)(9y1)R(x; z; x1; y1)&(9z)(9x2)(9y2)R(y; z; x2; y2)) �



156 3 ËÎ�ÈÊÀ Ï�ÅÄÈÊÀÒÎÂ(:(9x1)(9y1)R(x; z; x1; y1) _ :(9z)(9x2)(9y2)R(y; z; x2; y2)) �((8x1):(9y1)R(x; z; x1; y1) _ (8z):(9x2)(9y2)R(y; z; x2; y2)) �((8x1)(8y1):R(x; z; x1; y1) _ (8z)(8x2)(8y2):R(y; z; x2; y2));òî ðàññìàòðèâàåìàÿ �îðìóëà ýêâèâàëåíòíà �îðìóëå(((8x1)(8y1):R(x; z; x1; y1) _ (8z)(8x2)(8y2):R(y; z; x2; y2))_(9x2)(9y2)R(y; z; x2; y2))(ëåììà 3.8.ã)). Ïîñëåäíÿÿ �îðìóëà ýêâèâàëåíòíà �îðìóëå(9x3)(9y3)(((8x1)(8y1):R(x; z; x1; y1)_(8z)(8x2)(8y2):R(y; z; x2; y2)) _ R(y; z; x3; y3))(ëåììû 3.25, 3.26 è 3.27 è ëåììà 3.8). Òàê êàê((8x1)(8y1):R(x; z; x1; y1) _ (8z)(8x2)(8y2):R(y; z; x2; y2)) �((8x1)(8y1):R(x; z; x1; y1) _ (8z2)(8x2)(8y2):R(y; z2; x2; y2)) �(8x1)((8y1):R(x; z; x1; y1) _ (8z2)(8x2)(8y2):R(y; z2; x2; y2)) �(8x1)(8z2)(8y1)(8x2)(8y2)(:R(x; z; x1; y1) _ :R(y; z2; x2; y2))(ëåììû 3.25, 3.26 è 3.27 è ëåììû 3.8 è 3.9), òî ðàññìàòðèâàåìàÿ �îðìóëàýêâèâàëåíòíà �îðìóëå(9x3)(9y3)(8x1)(8z2)(8y1)(8x2)(8y2)((:R(x; z; x1; y1) _ :R(y; z2; x2; y2)) _ R(y; z; x3; y3))(ëåììû 3.25, 3.27 è ëåììû 3.8 è 3.9). Èç-çà àññîöèàòèâíîñòè äèçúþíê-öèè (ëåììà 3.9.5), â ìàòðèöå ïîëó÷åííîé �îðìóëû ìîæíî ïî-äðóãîìóðàññòàâèòü ñêîáêè.Óïðàæíåíèÿ ê ��3.6�3.9Óïðàæíåíèå 3.9.1. Äîêàçàòü ýêâèâàëåíòíîñòè ã) è å) ëåììû 3.27.Óïðàæíåíèå 3.9.2. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü �îðìóëû è ñåêâåíöèè ñèã-íàòóðû h+; �; 0; 1;�i: Ïðèâåñòè �îðìàëüíûå äîêàçàòåëüñòâà ñåêâåí-öèé:1)



3.10 Ïîëíîòà èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ 157(x+ 0) = (x+ 1) (x+ 1) = (x+ y) ` (x+ 0) = (x+ y);2)1 = 0 ` (1 + 1) = (1 + 0);3)(x+ 1) = x (x+ y) = x ` (x+ y) = (x+ 1);4)(1 + 1) = 0 ` (9x)(x + x) = 0;5)(8x)x = (x + 0) ` (1 + 0) = 1;6)(8x)(x+ 0) = x ` (8x)(9y)(x + y) = x;7)(8x)x = (x + 0) ` :(9x):x = (x+ 0);8)(9x)(8y)(y + y) = x ` (8y)(9x)(y + y) = x;9)̀(8y)(9x)(y + y) = x;10)(8x)(9y)x = (y + y) ` (9y)1 = (y + y);11)(1 + 1) = 1 ` (1 + (1 + 1)) = 1;12)(8x)(x � y&0 = 1) ` ((8x)x � y&0 = 1);13)(8x):x = (x+ 1) ` :(9x)x = (x+ 1);14)x = (x+ 0) x � y ` (x+ 0) � y;15)(8x)(8y)((x+y)+1) = (x+(y+1)) ` (8y)(8x)(x+(y+1)) = ((x+y)+1);16):(8x)(x + 1) = 0 ` (9x):(x + 1) = 0:Óïðàæíåíèå 3.9.3. Ïîñòðîèòü ýêâèâàëåíòíûå ïðåäâàðåííûå �îðìûäëÿ �îðìóë (7), (8), (9), âñòðå÷àþùèõñÿ â ïðèìåðàõ �3.4. Ïðèâåñòè�îðìàëüíûå äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ ýêâèâàëåíòíîñòåé.3.10 Ïîëíîòà èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâÍàïîìíèì, ÷òî ìû çà�èêñèðîâàëè íåêîòîðóþ êîíå÷íóþ èëè ñ÷åòíóþñèãíàòóðó 
 è ïîä �îðìóëàìè è òåðìàìè ïîíèìàåì �îðìóëû è òåðìû
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. Ôîðìóëó, â êîòîðóþ íèêàêàÿ ïåðåìåííàÿ íå âõîäèòñâîáîäíî, íàçûâàþò çàìêíóòîé.Îïðåäåëåíèå 3.10.1 (ïðîòèâîðå÷èâîñòè ìíîæåñòâà �îðìóë).Ìíîæåñòâî �îðìóë T íàçîâåì ïðîòèâîðå÷èâûì, åñëè ñóùåñòâóåòòàêàÿ �îðìóëà 	 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �îðìóë �, ÷òî âñå �îðìóëû,âõîäÿùèå â �, ñîäåðæàòñÿ â T è îáå ñåêâåíöèè � ` 	, � ` :	 äîêàçó-åìû. Ìíîæåñòâî �îðìóë T íàçûâàåòñÿ íåïðîòèâîðå÷èâûì, åñëè îíîíå ÿâëÿåòñÿ ïðîòèâîðå÷èâûì.Îïðåäåëåíèå 3.10.2 (ìîäåëè ìíîæåñòâà �îðìóë). Àëãåáðàè÷å-ñêàÿ ñèñòåìà A ñèãíàòóðû 
 íàçûâàåòñÿ ìîäåëüþ äëÿ ìíîæåñòâà�îðìóë T , åñëè âñå �îðìóëû èç T èñòèííû â A.Îïðåäåëåíèå 3.10.3 (ñëåäñòâèÿ èç ìíîæåñòâà �îðìóë). Ôîðìóëà� ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì èç ìíîæåñòâà �îðìóë T , åñëè ñóùåñòâóåòòàêàÿ êîíå÷íàÿ, áûòü ìîæåò, ïóñòàÿ, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �îðìóë�, ÷òî âñå �îðìóëû, âõîäÿùèå â �, ñîäåðæàòñÿ â T è ñåêâåíöèÿ � ` �äîêàçóåìà.Îïðåäåëåíèå 3.10.4 (ïîëíîòû ìíîæåñòâà �îðìóë). Ìíîæåñòâî�îðìóë T íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè äëÿ êàæäîé çàìêíóòîé �îðìóëûëèáî îíà ñàìà, ëèáî åå îòðèöàíèå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì èç T .Åñëè � ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì èç T ,òî ãîâîðÿò åùå, ÷òî � âûâîäèìàèç T èëè ñëåäóåò èç T .Çàìåòèì ñðàçó, ÷òî âñÿêîå íàäìíîæåñòâî ïîëíîãî ìíîæåñòâà �îð-ìóë òîæå ïîëíî. ßñíî òàêæå, ÷òî åñëè � âûâîäèìî èç T è T 0 ñîäåð-æèò T , òî � âûâîäèìî èç T 0. Â ÷àñòíîñòè, êàæäàÿ äîêàçóåìàÿ �îðìóëàÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì êàæäîãî ìíîæåñòâà �îðìóë. Êðîìå òîãî, êàæäîåïîäìíîæåñòâî íåïðîòèâîðå÷èâîãî ìíîæåñòâà �îðìóë òîæå íåïðîòèâî-ðå÷èâî, à êàæäîå íàäìíîæåñòâî ïðîòèâîðå÷èâîãî � ïðîòèâîðå÷èâî. Åñ-ëè A ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ äëÿ T , òî A ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ è äëÿ âñÿêîãîïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà �îðìóë T . Ëåãêî äîêàçàòü òàêæå, ÷òî îáúåäè-íåíèå âîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåïðîòèâîðå÷èâûõ ìíîæåñòâòîæå íåïðîòèâîðå÷èâî.Â äàëüíåéøåì ìû ïðåäïîëàãàåì ðàññìàòðèâàåìóþ ñèãíàòóðó êîíå÷-íîé èëè ñ÷åòíîé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ñèãíàòóðíûõ ñèì-âîëîâ êîíå÷íî èëè ñ÷¼òíî. Ïðè ýòîì ïðåäïîëîæåíèè ìíîæåñòâà âñåõ�îðìóë è, çíà÷èò, âñåõ çàìêíóòûõ �îðìóë ðàññìàòðèâàåìîé ñèãíàòóðûñ÷¼òíû è ìû �èêñèðóåì íåêîòîðîå ïåðå÷èñëåíèå�0;�1; : : :



3.10 Ïîëíîòà èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ 159âñåõ çàìêíóòûõ �îðìóë ðàññìàòðèâàåìîé ñèãíàòóðû.Òåîðåìà 3.29. Êàæäîå íåïðîòèâîðå÷èâîå ìíîæåñòâî T çàìêíóòûõ�îðìóë ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì ïîëíîì íåïðîòèâîðå÷èâîì ìíîæå-ñòâå çàìêíóòûõ �îðìóë.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü T0 åñòü T . Ïóñòü Ti óæå ïîñòðîåíî è íåïðîòè-âîðå÷èâî. Åñëè �i âûâîäèìà èç Ti, òî ïóñòü Ti+1 åñòü Ti. Åñëè æå �i íåÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì èç Ti, òî ïóñòü Ti+1 ïîëó÷àåòñÿ èç Ti äîáàâëåíèåì�îðìóëû :�i.Çàìåòèì, ÷òî Ti+1 íåïðîòèâîðå÷èâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü âñå �îð-ìóëû èç � ñîäåðæàòñÿ â Ti+1 è îáå ñåêâåíöèè � ` �, � ` :� äîêàçóåìû.Òàê êàê Ti íåïðîòèâîðå÷èâî, òî �i íå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì èç Ti, à Ti+1ïîëó÷àåòñÿ èç Ti äîáàâëåíèåì �îðìóëû :�i. Ïðè ýòîì ñðåäè ÷ëåíîâ �âñòðå÷àåòñÿ :�i.Èñïîëüçóÿ ïðàâèëî ïåðåñòàíîâêè íåñêîëüêî ðàç, ïîëó÷àåì, ÷òî äî-êàçóåìû ñåêâåíöèè �0 :�i : : ::�i ` �è �0 :�i : : ::�i ` :�;ãäå âñå �îðìóëû èç �0 âõîäÿò â Ti è îòëè÷íû îò :�i. Ïóñòü â ëåâîé÷àñòè ïîñëåäíèõ ñåêâåíöèé :�i âñòðå÷àåòñÿ k ðàç. Ïóñòü�0 :�i : : ::�iåñòü �00 :�i. Òîãäà ñåêâåíöèè �00 :�i ` �è �00 :�i ` :�äîêàçóåìû. Ñëåäîâàòåëüíî, ñåêâåíöèÿ �00 ` �i äîêàçóåìà (ïðàâèëî äëÿ:). Òàê êàê ïðè k > 1 ñåêâåíöèÿ �00 ` :�i òîæå äîêàçóåìà (èáî îíàïîëó÷àåòñÿ èç àêñèîìû :�i ` :�i ïåðåñòàíîâêàìè è óòî÷íåíèÿìè), òîçàìåíÿÿ �00 :�i íà �00 è � íà �i, óìåíüøèì k íà 1. Çíà÷èò, ìîæíîïðåäïîëàãàòü, ÷òî k = 1. Îäíàêî ïðè k = 1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �00ñîñòîèò òîëüêî èç �îðìóë, âõîäÿùèõ â Ti, è ñîâïàäàåò ñ �0. Ïîýòîìó âýòîì ñëó÷àå äîêàçóåìîñòü �00 ` �i ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó Ti+1.Èòàê, Ti+1 íåïðîòèâîðå÷èâî.Ñëåäîâàòåëüíî, âñå ìíîæåñòâà �îðìóë T0; T1 : : : íåïðîòèâîðå÷èâû.



160 3 ËÎ�ÈÊÀ Ï�ÅÄÈÊÀÒÎÂÏîýòîìó è îáúåäèíåíèå T 0 ìíîæåñòâ Ti äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ i òîæåíåïðîòèâîðå÷èâî. ßñíî, ÷òî ýòî îáúåäèíåíèå ñîäåðæèò T .Äîêàæåì, ÷òî T 0 � ïîëíîå ìíîæåñòâî. �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþçàìêíóòóþ �îðìóëó �. Ïóñòü � åñòü �i. Åñëè � âûâîäèìà èç Ti, òî �âûâîäèìà è èç T 0. Åñëè æå � íå âûâîäèìà èç Ti, òî :� âõîäèò â Ti+1 è,çíà÷èò, â T 0, à ïîòîìó :� âûâîäèìà èç T 0 (òàê êàê ñåêâåíöèÿ :� ` :�ÿâëÿåòñÿ àêñèîìîé).Òåîðåìà 3.30 (î ñóùåñòâîâàíèè ìîäåëè). Âñÿêîå íåïðîòèâîðå÷è-âîå ìíîæåñòâî T çàìêíóòûõ �îðìóë èìååò ìîäåëü.Äîêàçàòåëüñòâî. Íàðÿäó ñ ïåðâîíà÷àëüíîé ñèãíàòóðîé 
 áóäåì ðàñ-ñìàòðèâàòü òàêæå ðàñøèðåííóþ ñèãíàòóðó 
0, ïîëó÷àþùóþñÿ èç 
 äî-áàâëåíèåì ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà íîâûõ íóëüìåñòíûõ ñèìâîëîâ îïåðàöèéñ1; ñ2; : : : :Ìû �èêñèðóåì íåêîòîðîå ïåðå÷èñëåíèå 	0, 	1, 	2,: : : âñåõ çàìêíó-òûõ �îðìóë ðàñøèðåííîé ñèãíàòóðû 
0.Ïóñòü n(0) = 0 è T0 åñòü T . Çàìåòèì, ÷òî âñå �îðìóëû èç T íå ñî-äåðæàò íîâûõ ñèìâîëîâ, äîáàâëåííûõ ê ñòàðîé ñèãíàòóðå 
. Ïóñòü Tiè n(i) óæå ïîñòðîåíû è âñå �îðìóëû èç Ti íå ñîäåðæàò íîâûõ ñèìâîëîâ
j äëÿ j > n(i). Ïóñòü Ti íåïðîòèâîðå÷èâî. Åñëè �îðìóëà 	i íå íà÷è-íàåòñÿ ñ êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ,òî n(i+1) = n(i) è Ti+1 åñòü Ti. Åñëèæå �îðìóëà 	i èìååò âèä (9x)	, ïóñòü íàòóðàëüíîå ÷èñëî m òàêîâî,÷òî m > n(i) è m > j äëÿ âñåõ òàêèõ j, ÷òî ñj âñòðå÷àåòñÿ â 	i. ÏóñòüTi+1 ïîëó÷àåòñÿ èç Ti äîáàâëåíèåì �îðìóëû((9x)	! (	)x
m)è ïóñòü n(i+ 1) = m.Ïîêàæåì, ÷òî Ti+1 íåïðîòèâîðå÷èâî. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó-÷àé,êîãäà 	i èìååò âèä (9x)	. Ïóñòü Ti+1 ïðîòèâîðå÷èâî. Òîãäà íàé-äåòñÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü � ñîäåðæàùèõñÿ â Ti+1 �îðìóë è òàêàÿ�îðìóëà �, ÷òî ñåêâåíöèè � ` � è � ` :� äîêàçóåìû.Îáîçíà÷èì ((9x)	! (	)x
m)÷åðåç �i. Åñëè �i íå ÿâëÿåòñÿ ÷ëåíîì �, òî Ti ïðîòèâîðå÷èâî, ÷òî ïðî-òèâîðå÷èò óñëîâèþ. Ïîýòîìó �i âõîäèò â �.Èñïîëüçóÿ íåñêîëüêî ðàç ïðàâèëî ïåðåñòàíîâêè, ïîëó÷èì, ÷òî�0 �i : : :�i ` �



3.10 Ïîëíîòà èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ 161è �0 �i : : :�i ` :�äîêàçóåìû, ãäå �0 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �îðìóë èç Ti, à �îðìóëà �iâñòðå÷àåòñÿ â ëåâûõ ÷àñòÿõ ñåêâåíöèé k ðàç, ãäå k > 0.Åñëè k > 1, òî ëåâàÿ ÷àñòü ðàññìàòðèâàåìûõ ñåêâåíöèé èìååò âèä�1 �i, ãäå â �1 �îðìóëà �i âõîäèò óæå k�1 ðàç. Êðîìå òîãî ñåêâåíöèè�1 �i ` �è �1 �i ` :�äîêàçóåìû. Òàê êàê òîãäà �1 ::�i ` �è �1 ::�i ` :�òîæå äîêàçóåìû (íàïðèìåð, ïåðâàÿ èç ýòèõ äâóõ ñåêâåíöèé ïîëó÷àåòñÿïî ïðàâèëó óäàëåíèÿ èìïëèêàöèè èç ñåêâåíöèé�1 ::�i ` �i (10)è �1 ::�i ` (�i ! �); (11)êîòîðûå äîêàçóåìû; äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (10) íàäî èñïîëüçîâàòü ïóíêò10) ëåììû 3.9 î áóëåâûõ ýêâèâàëåíòíîñòÿõ, à ïîòîì ïðàâèëà óòîí÷åíèÿè ïåðåñòàíîâêè; (11) ïîëó÷àåòñÿ èç óæå äîêàçàííîé ñåêâåíöèè ïðèìå-íåíèåì óòîí÷åíèÿ è ïåðåñòàíîâêè, à çàòåì ïðàâèëà ââåäåíèÿ èìïëèêà-öèè), òî ñåêâåíöèÿ �1 ` :�iäîêàçóåìà (ïðàâèëî äëÿ :). Òàê êàê ïðè k > 1�1 ` �iòîæå äîêàçóåìà, òî ìîæíî óìåíüøèòü k íà 1. Èòàê, ìîæíî ñ÷èòàòü,÷òîk = 1. Â ýòîì ñëó÷àå �1 åñòü �0.Âñïîìíèì,÷òî ïî ëåììå 3.9 äîêàçóåìà ñåêâåíöèÿ:�i ` ((9x)	&:(	)x
m):



162 3 ËÎ�ÈÊÀ Ï�ÅÄÈÊÀÒÎÂÏî ïðàâèëó ââåäåíèÿ èìïëèêàöèè, äîêàçóåìà ñåêâåíöèÿ` (:�i ! ((9x)	&:(	)x
m)):Èñïîëüçóÿ íåñêîëüêî ðàç ïðàâèëî óòîí÷åíèÿ, ïîëó÷àåì äîêàçàòåëüñòâîñåêâåíöèè �1 ` (:�i ! ((9x)	&:(	)x
m)):Òàê êàê ñåêâåíöèÿ �1 ` :�iòîæå äîêàçóåìà, òî ñåêâåíöèÿ�0 ` ((9x)	&:(	)x
m)äîêàçóåìà (ïðàâèëî óäàëåíèÿ èìïëèêàöèè). Ïîýòîìó ñåêâåíöèè�0 ` (9x)	è �0 ` :(	)x
mäîêàçóåìû.Ïóñòü ïåðåìåííàÿ y íå âñòðå÷àåòñÿ â �îðìóëàõ, âõîäÿùèõ â ñåêâåí-öèè èç äîêàçàòåëüñòâà ñåêâåíöèè�0 ` :(	)x
m :Çàìåòèì, ÷òî ñåêâåíöèÿ �0 ` :(	)xyòîæå äîêàçóåìà. Ìû çàìåòèì äàæå áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå.Åñëè ïåðåìåííàÿ y íå âñòðå÷àåòñÿ â �îðìóëå �, òî ïóñòü (�)
y ïîëó-÷àåòñÿ èç � çàìåíîé êàæäîãî âõîæäåíèÿ íóëüìåñòíîãî ñèìâîëà îïåðà-öèè 
 íà âõîæäåíèå y.Óòâåðæäåíèå (À). Ïóñòü ïåðåìåííàÿ y íå âñòðå÷àåòñÿ â �îðìóëàõ,âõîäÿùèõ â ñåêâåíöèè èç äîêàçàòåëüñòâà ñåêâåíöèè�1 : : :�s ` 	;à 
 � íóëüìåñòíûé ñèìâîë îïåðàöèè. Òîãäà ñåêâåíöèÿ(�1)
y : : : (�s)
y ` (	)
yòîæå äîêàçóåìà.



3.10 Ïîëíîòà èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ 163Çàìåòèì ñðàçó,÷òî â íàøåì ñëó÷àå :(	)xy ïîëó÷àåòñÿ èç :(	)x
m çà-ìåíîé êàæäîãî âõîæäåíèÿ 
m íà âõîæäåíèå y.Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ À. Äîêàçûâàåì èíäóêöèåé ïî äëèíå äî-êàçàòåëüñòâà ñåêâåíöèè �1 : : :�s ` 	:Áàçèñ èíäóêöèè î÷åâèäåí. Äàëåå íàäî ðàññìîòðåòü 15 ñëó÷àåâ â çàâèñè-ìîñòè îò òîãî, ïî êàêîìó ïðàâèëó ïîñëåäíÿÿ ñåêâåíöèÿ äîêàçàòåëüñòâàïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäûäóùèõ â äîêàçàòåëüñòâå ðàññìàòðèâàåìîé ñåêâåí-öèè. �àññìîòðåíèå êàæäîãî ñëó÷àÿ òðèâèàëüíî.Èç äîêàçóåìîñòè �0 ` :(	)xyñëåäóåò äîêàçóåìîñòü �0 ` (8y):(	)xy :Èç ýêâèâàëåíòíîñòè (8y):(	)xy è :(9y)(	)xy (ëåììû î áóëåâûõ ýêâèâà-ëåíòíîñòÿõ, çàìåíå è 3.27) ñëåäóåò, ÷òî ñåêâåíöèÿ�0 ` :(9y)(	)xyòîæå äîêàçóåìà. Èç ýêâèâàëåíòíîñòè (9y)(	)xy è (9x)(	) (ëåììà 3.26)ñëåäóåò, ÷òî �0 ` :(9x)	äîêàçóåìà.Ïîëó÷èëè, ÷òî Ti ïðîòèâîðå÷èâî, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Çíà÷èòTi+1 íåïðîòèâîðå÷èâî. Çíà÷èò, îáúåäèíåíèå T 0 âñåõ ìíîæåñòâ Ti òîæåíåïðîòèâîðå÷èâî.Ïî òåîðåìå 3.29, ñóùåñòâóåò ïîëíîå è íåïðîòèâîðå÷èâîå (â ñèãíàòóðå
0 !) ìíîæåñòâî S çàìêíóòûõ �îðìóë ñèãíàòóðû 
0, ñîäåðæàùåå T 0.Ïîñòðîèì òåïåðü àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó A0 ñèãíàòóðû 
0 ñëåäóþ-ùèì îáðàçîì. Ïóñòü C = f
i : i = 0; 1; : : :g:Íà ìíîæåñòâå C ðàññìîòðèì îòíîøåíèå �, ïîëàãàÿ 
i � 
j òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà �îðìóëà 
i = 
j ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì èç S.Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî � ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè.Äåéñòâèòåëüíî, �îðìóëà 
i = 
i äîêàçóåìà (òåîðåìà 3.23). Ïîýòîìóîíà ñëåäóåò èç S. Çíà÷èò, îòíîøåíèå � ðå�ëåêñèâíî.
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i � 
j . Òîãäà �îðìóëà 
i = 
j ñëåäóåò èç S. Çíà÷èò, ñóùå-ñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü � �îðìóë èç S, ÷òî ñåêâåíöèÿ� ` 
i = 
jäîêàçóåìà. Òàê êàê ñåêâåíöèÿ` (
i = 
j ! 
j = 
i)òîæå äîêàçóåìà (òåîðåìà 3.23), òî ñåêâåíöèÿ� ` 
j = 
iäîêàçóåìà. Çíà÷èò, îòíîøåíèå � ñèììåòðè÷íî.Ïóñòü 
i � 
j è 
i � 
k. Òîãäà �îðìóëû ñi = ñj è 
j = 
k ñëåäóþò èçS. Íåñêîëüêî ðàç èñïîëüçóÿ ïðàâèëî ïåðåñòàíîâêè è óòîí÷åíèÿ, íàéäåìòàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü � �îðìóë èç S, ÷òî ñåêâåíöèè � ` 
i = 
jè � ` 
j = 
k äîêàçóåìû. Ïî òåîðåìå 3.23, ñåêâåíöèÿ � ` 
i = 
k òîæåäîêàçóåìà. Çíà÷èò, S òðàíçèòèâíî.�àçîáüåì C íà êëàññû ýêâèâàëåíòíûõ ïî � ýëåìåíòîâ è äëÿ 
 èç C÷åðåç [
℄ îáîçíà÷èì êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ïî îòíîøåíèþ �, ñîäåðæà-ùèé 
.Ìíîæåñòâî ïîëó÷åííûõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè îáîçíà÷èì ÷åðåç[C℄.Çàäàäèì íà [C℄ îïåðàöèè è îòíîøåíèÿ, ñèìâîëû êîòîðûõ âõîäÿò â
0, è ïîëó÷èì àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó A0 ñèãíàòóðû 
0 ñ îñíîâíûììíîæåñòâîì [C℄.Åñëè P � íóëüìåñòíûé ñèìâîë îòíîøåíèÿ èç 
0, òî PA0 èñòèííîòîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà �îðìóëà P ñëåäóåò èç S.Åñëè f � íóëüìåñòíûé ñèìâîë îïåðàöèè èç 
0, òî fA0 åñòü [
℄ äëÿëþáîãî òàêîãî 
 èç C, ÷òî f = 
 ñëåäóåò èç S (íàïðèìåð, 
A0i åñòü [
i℄).Åñëè P � n-ìåñòíûé ñèìâîë îòíîøåíèÿ èç 
0 è a1; : : : ; an èç C, òîh[a1℄; : : : ; [an℄iâ PA0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà �îðìóëà P (a1; : : : ; an) ñëåäóåò èç S.Äîêàæåì ñíà÷àëà êîððåêòíîñòü ýòîãî îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü a1; : : : ; anëåæàò â C è b1; : : : ; bn ëåæàò â C, a1 � b1; : : : ; an � bn, à �îðìóëàP (a1; : : : ; an) ñëåäóåò èç S äëÿ n-ìåñòíîãî ñèìâîëà îòíîøåíèÿ P èç 
0.Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü � �îðìóë èç S, ÷òî ñåêâåí-öèè � ` a1 = b1; : : : ;� ` an = bn;



3.10 Ïîëíîòà èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ 165� ` P (a1; : : : ; an)äîêàçóåìû. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 3.23, ïîëó÷àåì äîêàçàòåëüñòâî ñåêâåí-öèè � ` P (b1; : : : ; bn):Åñëè f � n-ìåñòíûé ñèìâîë îïåðàöèè èç 
0 è a1; : : : ; an èç C, òî ñóùå-ñòâóåò òàêîé ñ â C, ÷òî f(a1; : : : ; an) = 
 âûâîäèìà èç S.Äåéñòâèòåëüíî, �îðìóëà(9x)f(a1; : : : ; an) = xÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé �îðìóëîé ñèãíàòóðû 
0 è åñòü 	i äëÿ íåêîòîðîãîíàòóðàëüíîãî i. Ôîðìóëàf(a1; : : : ; an) = f(a1; : : : ; an)äîêàçóåìà (òåîðåìà 3.23). Ïîýòîìó ïî ïðàâèëó ` 9, �îðìóëà(9x)f(a1; : : : ; an) = xòîæå äîêàçóåìà. Ïî îïðåäåëåíèþ Ti+1, íàéäåòñÿ òàêîå i, ÷òî �îðìóëà((9x)f(a1; : : : ; an) = x! f(a1; : : : ; an) = 
m)ëåæèò â Ti+1 è, çíà÷èò, â S. Íî òîãäà èç S ñëåäóåò è �îðìóëàf(a1; : : : ; an) = 
m;êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì äâóõ ïðåäûäóùèõ �îðìóë. Åñëè f � n-ìåñòíûé ñèìâîë îïåðàöèè èç 
0; a1; : : : ; an èç C; b1; : : : ; bn èç C; a1 � b1;. . . ; an � bn; f(a1; : : : ; an) = 
0 ñëåäóåò èç S è f(b1; : : : ; bn) = 
00 ñëåäóåòèç S, òî ñ0 � ñ00.Äåéñòâèòåëüíî, íàéäåòñÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü � �îðìóë èç S,÷òî ñåêâåíöèè � ` a1 = b1; : : : ;� ` an = bn;� ` f(a1; : : : ; an) = 
0; � ` f(b1; : : : ; bn) = 
00äîêàçóåìû.Ñåêâåíöèÿa1 = b1 : : : an = bn ` f(a1; : : : ; an) = f(b1; : : : ; bn)



166 3 ËÎ�ÈÊÀ Ï�ÅÄÈÊÀÒÎÂòîæå äîêàçóåìà (òåîðåìà 3.23.ã)). Ïîýòîìó ñåêâåíöèè� ` f(a1; : : : ; an) = 
00; � ` 
0 = f(a1; : : : ; an); � ` 
0 = 
00äîêàçóåìû. Ïîýòîìó ñ0 � ñ00.Òàêèì îáðàçîì îïðåäåëåíèå îïåðàöèè fA0 êîððåêòíî: ýòà îïåðàöèÿâñåãäà îïðåäåëåíà è îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî.Èç ëåììû 3.17 ñëåäóåò, ÷òî çíà÷åíèå çàìêíóòîé �îðìóëû â àëãåáðà-è÷åñêîé ñèñòåìå íå çàâèñèò îò ðàññìàòðèâàåìîãî ñîñòîÿíèÿ. Ìû äîêà-æåì, ÷òî â àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå A0 ñèãíàòóðû 
0 èñòèííîñòü ëþáîéçàìêíóòîé �îðìóëû ðàâíîñèëüíà åå âûâîäèìîñòè èç S. Òàê êàê âñå�îðìóëû èç T ñîäåðæàòñÿ â S, òî âñå �îðìóëû èç T èñòèííû â A0.�àññìîòðèì òåïåðü îáåäíåíèå ñèñòåìû A0 äî ñèñòåìû A ñèãíàòóðû 
,ïîëó÷àþùååñÿ èç A0 îòáðàñûâàíèåì çíà÷åíèé ñèìâîëîâ èç C.Áîëåå ïîäðîáíî, îñíîâíîå ìíîæåñòâî ñèñòåìû A ñîâïàäàåò ñ îñíîâ-íûì ìíîæåñòâîì ñèñòåìû A0, à ñèìâîëàì ñèãíàòóðû 
 â A ïîñòàâëåíûâ ñîîòâåòñòâèå òå æå îòíîøåíèÿ èëè îïåðàöèè, ÷òî è â àëãåáðàè÷åñêîéñèñòåìå A0. Òàê êàê �îðìóëû èç T íå ñîäåðæàò íîâûõ ñèìâîëîâ èç C,òî èñòèííîñòü ýòèõ �îðìóë â A ñîâïàäàåò ñ èñòèííîñòüþ â A0. ÏîýòîìóA ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ äëÿ T . Íà ýòîì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î ñóùå-ñòâîâàíèè ìîäåëè çàêàí÷èâàåòñÿ.Èòàê, èíäóêöèåé ïî ñëîæíîñòè çàìêíóòîé �îðìóëû ñèãíàòóðû 
0äîêàçûâàåì, ÷òî îíà òîãäà è òîëüêî òîãäà èñòèííà â A0, êîãäà îíà âû-âîäèìà èç S.Áàçèñ èíäóêöèè. Ôîðìóëà àòîìíàÿ. Åñëè îíà èìååò âèä P , ãäå P �ñèìâîë íóëüìåñòíîãî îòíîøåíèÿ èç 
0, òî ýòî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ.Èíäóêöèåé ïî ÷èñëó ñèìâîëîâ îïåðàöèé â çàìêíóòîì òåðìå t ñèãíà-òóðû 
0 äîêàæåì,÷òî çíà÷åíèå t â A0 åñòü [
℄ , ãäå 
 èç C, òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà �îðìóëà t = 
 ñëåäóåò èç S.Åñëè t åñòü íóëüìåñòíûé ñèìâîë îïåðàöèè f , òî çíà÷åíèå t åñòü fA0è ðàâíî [
0℄ äëÿ ëþáîãî òàêîãî 
0 èç C, ÷òî f = 
 âûâîäèìî èç S.Åñëè t åñòü f(t1; : : : ; tn), ãäå f � n-ìåñòíûé ñèìâîë îïåðàöèè èç 
0,à t1; : : : ; tn � çàìêíóòûå òåðìû ñèãíàòóðû 
0, òî çíà÷åíèå t â A0 åñòüfA0([d1℄; : : : ; [dn℄);ãäå [di℄ � çíà÷åíèå òåðìà ti äëÿ i = 1; : : : ; n. Ïî èíäóêöèè, �îðìóëût1 = d1; : : : ; tn = dn âûâîäèìû èç S. Ïî îïðåäåëåíèþ, çíà÷åíèå t åñòü [d℄äëÿ ëþáîãî òàêîãî d, ÷òî �îðìóëàf(d1; : : : ; dn) = d



3.10 Ïîëíîòà èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ 167ñëåäóåò èç S. Òàêèì îáðàçîì, íàéäåòñÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ��îð-ìóë èç S, ÷òî ñåêâåíöèè� ` t1 = d1; : : : ;� ` tn = dn; � ` f(d1; : : : ; dn) = däîêàçóåìû. Íî òîãäà ñåêâåíöèÿ� ` f(t1; : : : ; tn) = dòîæå äîêàçóåìà.Íàîáîðîò, ïóñòü �îðìóëà t = 
0 ñëåäóåò èç S, ãäå 
0 èç C. Ïóñòü [d℄ �çíà÷åíèå t â A0. Ïî ïðåäûäóùåìó, t = d ñëåäóåò èç S. Çíà÷èò, íàéäåòñÿòàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü � �îðìóë èç S, ÷òî � ` t = 
0 è � ` t = däîêàçóåìû. Íî òîãäà è ñåêâåíöèÿ � ` d = 
0 òîæå äîêàçóåìà. Ïî ýòîéïðè÷èíå, [
0℄ = [d℄ è [
0℄ ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì òåðìà t.Ïóñòü �îðìóëà èìååò âèä t1 = t2, [d1℄ � çíà÷åíèå t1 â A0 è [d2℄ �çíà÷åíèå t2 â A0, t1 è t2 � çàìêíóòûå òåðìû, à d1 è d2 âçÿòû èç C.Ïî ïðåäûäóùåìó, �îðìóëû t1 = d1 è t2 = d2 ñëåäóþò èç S. Åñëèòåïåðü �îðìóëà t1 = t2 èñòèííà â A0, òî [d1℄ = [d2℄ è, ïî îïðåäåëåíèþ,d1 = d2 ñëåäóåò èç S. Èòàê, ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ��îðìóë èç S, ÷òî ñåêâåíöèè � ` t1 = d1, � ` t2 = d2 è � ` d1 = d2äîêàçóåìû. Íî òîãäà è ñåêâåíöèÿ � ` t1 = t2 äîêàçóåìà.Åñëè æå t1 = t2 ñëåäóåò èç S, òî àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì, ÷òî d1 = d2ñëåäóåò èç S è, çíà÷èò, [d1℄ = [d2℄ è �îðìóëà t1 = t2 èñòèííà â A0.Îñòàëñÿ ñëó÷àé, êîãäà �îðìóëà èìååò âèä P (t1; : : : ; tn), à çàìêíóòûåòåðìû t1, . . . , tn ñèãíàòóðû 
0 èìåþò â A0 çíà÷åíèÿ [d1℄, . . . , [dn℄. Â ýòîìñëó÷àå t1 = d1, . . . , tn = dn ñëåäóþò èç S. Èñòèííîñòü P (t1; : : : ; tn) â A0ðàâíîñèëüíà òîìó, ÷òî P (d1; : : : ; dn) ñëåäóåò èç S. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäó-ùåìó, P (d1; : : : ; dn) ñëåäóåò èç S òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà P (t1; : : : ; tn)ñëåäóåò èç S.Èíäóêöèîííûé øàã. Ôîðìóëà èìååò âèä (�1&�2), (�1 _ �2), (�1 !�2), :�1, (9x)�1 èëè (8x)�1, à äëÿ áîëåå ïðîñòûõ �îðìóë óòâåðæäåíèåóæå äîêàçàíî.Ñëó÷àé 1. :�1. Åñëè �1 èñòèííà â A0, òî �1 ñëåäóåò èç S. Èç íåïðî-òèâîðå÷èâîñòè S ñëåäóåò, ÷òî :�1 íå ñëåäóåò èç S. Åñëè :�1 èñòèííà âA0, òî �1 ëîæíà â A0 è, çíà÷èò, íå ñëåäóåò èç S. Èç ïîëíîòû S ñëåäóåò,÷òî :�1 ñëåäóåò èç S.Ñëó÷àé 2. (�1 _ �2). Åñëè (�1 _ �2) èñòèííà â A0, òî ëèáî �1, ëèáî�2 èñòèííà â A0 è, çíà÷èò, �1 èëè �2 ñëåäóåò èç S. Íî òîãäà ïî ïðàâèëóââåäåíèÿ äèçúþíêöèè, (�1 _ �2) ñëåäóåò èç S. Åñëè (�1 _ �2) ñëåäóåòèç S, íî íè �1, íè �2 íå ñëåäóþò èç S, òî (â ñèëó ïîëíîòû ) :�1 è



168 3 ËÎ�ÈÊÀ Ï�ÅÄÈÊÀÒÎÂ:�2 ñëåäóþò èç S. Ïîýòîìó (:�1&:�2) ñëåäóåò èç S (ïðàâèëî &-ââ).Íî (:�1&:�2) ýêâèâàëåíòíî :(�1 _ �2).Çàìåòèì, ÷òî åñëè � ýêâèâàëåíòíà	 è � ñëåäóåò èç S, òî è 	 ñëåäóåòèç S.Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �îðìóë èç S è � ` �äîêàçóåìà. Òàê êàê ` (� ! 	); äîêàçóåìà, òî � ` 	 òîæå äîêàçóåìà(ïðàâèëî óäàëåíèÿ èìïëèêàöèè).Èòàê, :(�1 _ �2) ñëåäóåò èç S, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò íåïðîòèâîðå÷è-âîñòè S. Çíà÷èò, åñëè (�1 _ �2) ñëåäóåò èç S, òî ëèáî �1 ñëåäóåò èç S,ëèáî �2 ñëåäóåò èç S. Ïîýòîìó ëèáî �1, ëèáî �2 èñòèííà â A0 è (�1_�2)èñòèííà â A0.Ñëó÷àé 3. (�1&�2). Åñëè (�1&�2) èñòèííà â A0, òî è �1, è �2 èñòèí-íû â A0 è âûâîäèìû èç S. Ïîýòîìó (�1&�2) âûâîäèìà èç S (ïðàâèëîââåäåíèÿ êîíúþíêöèè). Åñëè æå (�1&�2) âûâîäèìà èç S, òî è �1, è �2âûâîäèìû èç S. Çíà÷èò, îáå ýòè �îðìóëû èñòèííû â A0 è ïîýòîìó èõêîíúþíêöèÿ òîæå èñòèííà â A0.Ñëó÷àé 4. (�1 ! �2). Ôîðìóëà (�1 ! �2) ëîæíà â A0 òîëüêî âñëó÷àå, êîãäà �1 èñòèííà â A0, à �2 ëîæíà â A0. Çíà÷èò, â ýòîì ñëó÷àå�1 è :�2 ñëåäóþò èç S. Ïîýòîìó (�1&:�2) ñëåäóåò èç S. Íî (�1&:�2)ýêâèâàëåíòíà :(:�1 _ �2) è :(�1 ! �2). Çíà÷èò, :(�1 ! �2) ñëåäóåòèç S è,â ñèëó íåïðîòèâîðå÷èâîñòè S, (�1 ! �2) íå ñëåäóåò èç S. Åñëèæå (�1 ! �2) èñòèííà â A0, òî ëèáî �1 ëîæíà â A0, ëèáî �2 èñòèííà âA0. Ïîýòîìó ëèáî :�1 ñëåäóåò èç S, ëèáî �2 ñëåäóåò èç S. Ïî ïðàâèëóââåäåíèÿ äèçúþíêöèè, �îðìóëà (:�1_�2) ñëåäóåò èç S. Îäíàêî (:�1_�2) ýêâèâàëåíòíà (�1 ! �2). Ïîýòîìó ýòà èìïëèêàöèÿ ñëåäóåò èç S.Ïðåæäå, ÷åì ðàññìàòðèâàòü îñòàâøèåñÿ ñëó÷àè, äîêàæåì ñëåäóþùååÓòâåðæäåíèå (Á). Ïóñòü 	 � �îðìóëà ñèãíàòóðû 
0, 
 ëåæèò âC, � � òàêîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû A0, ÷òî �(x) = [
℄.	 òîãäà è òîëüêî òîãäà èñòèííà â A0 íà �, êîãäà (	)x
 èñòèííà âA0 íà �.Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ Á. Äîêàçûâàåòñÿ èíäóêöèåé ïî ñëîæ-íîñòè �îðìóëû 	.Åñëè 	 � àòîìíàÿ �îðìóëà, äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî çíà÷åíèå òåð-ìà t íà � ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì òåðìà (t)x
 íà �. Åñëè 	 åñòü (9x)	1,òî 	 ñîâïàäàåò ñ (	)x
 . Åñëè 	 åñòü (9y)	1 è y íå åñòü x, òî (	)x
 åñòü,êàê èçâåñòíî, (9y)(	1)x
 . Åñëè òåïåðü �0 îòëè÷àåòñÿ îò � ðàçâå ÷òî íày, òî ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ 	1 è(	1)x
 íà �0 ñîâïàäàþò. Ïîýòîìó èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ 	 è (	)x
 íà



3.10 Ïîëíîòà èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ 169�1 òîæå ñîâïàäàþò. Íà ýòîì ìû çàêàí÷èâàåì íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâàóòâåðæäåíèÿ Á.Ñëó÷àé 5. (9x)�1. Åñëè (9x)�1 èñòèííà â A0, òî (�1)x
 èñòèííà â A0ïðè íåêîòîðîì 
 èç C1 (ïðåäëîæåíèå Á è îïðåäåëåíèå A0 ïîìîãàþò äî-êàçàòü ýòîò �àêò). Çíà÷èò, (�1)x
 ñëåäóåò èç S. Ïîýòîìó (9x)�1 ñëåäóåòèç S (ïðàâèëî ` 9 ). Ïóñòü (9x)�1 ñëåäóåò èç S. Òàê êàê �îðìóëà (9x)�1åñòü 	i ïðè íåêîòîðîì i, òî �îðìóëà((9x)�1 ! (�1)x
m)âõîäèò â Ti+1 è, çíà÷èò, â S äëÿ íåêîòîðîãî m. Ïîýòîìó (�1)x
m ñëåäóåòèç S (ïðàâèëî óäàëåíèÿ èìïëèêàöèè). Èç ýòîãî âûòåêàåò èñòèííîñòü(�1)x
m è, çíà÷èò, (9x)�1 â A0.Ñëó÷àé 6. (8x)�1. Åñëè (8x)�1 èñòèííà â A0, òî (9x):�1 ëîæíà â A0.Åñëè (9x):�1 âûâîäèìà èç S, òî, ïî ïðåäûäóùåìó, :(�1)x
m âûâîäèìàèç S äëÿ ïîäõîäÿùåãî m è èñòèííà â A0. Ïîýòîìó :(9x):�1 âûâîäèìàèç S. Íî :(9x):�1 ýêâèâàëåíòíà (8x)�1. Çíà÷èò, (8x)�1 âûâîäèìà èç S.Åñëè æå (8x)�1 âûâîäèìà èç S, íî ëîæíà â A0, òî (�1)x
 ëîæíî â A0 äëÿíåêîòîðîãî 
 èç C. Ïîýòîìó :(�1)x
 è, çíà÷èò, (9x):�1 âûâîäèìà èç S(èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå è ïðàâèëî ` 9). Íî (9x):�1 ýêâèâàëåíò-íà :(8x)�1. Ïîýòîìó :(8x)�1 òîæå âûâîäèìà èç S, ÷òî ïðîòèâîðå÷èòíåïðîòèâîðå÷èâîñòè S.Òåîðåìà 3.31 (î ïîëíîòå èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ). Âñÿêàÿ òîæ-äåñòâåííî èñòèííàÿ ñåêâåíöèÿ äîêàçóåìà â èñ÷èñëåíèè ïðåäèêàòîâ.Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ëåììà 3.6 è äîêàçàòåëüñòâî åå äîñëîâíîïåðåíîñÿòñÿ íà èñ÷èñëåíèå ïðåäèêàòîâ. Çíà÷èò, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòüñëó÷àé ñåêâåíöèè âèäà ` �, ãäå � � òîæäåñòâåííî èñòèííàÿ �îðìóëà.Òàê êàê �îðìóëà (8x)� òîæå òîæäåñòâåííî èñòèííà, à èç äîêàçóåìîñòè(8x)� ñëåäóåò äîêàçóåìîñòü �, òî ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ñëó÷àåì, êîãäà� � çàìêíóòàÿ �îðìóëà, çàìåíÿÿ � íà (8z1) : : : (8zs)�, ãäå z1; : : : ; zsñîñòàâëÿþò ñïèñîê âñåõ ïåðåìåííûõ, ñâîáîäíî âõîäÿùèõ â �. Òàê êàê� òîæäåñòâåííî èñòèííà, òî, ïî òåîðåìå ñóùåñòâîâàíèÿ ìîäåëè, f:�gÿâëÿåòñÿ ïðîòèâîðå÷èâûì ìíîæåñòâîì. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íåêîòîðîãî� ñåêâåíöèè :� : : ::� ` � è :� : : ::� ` :� äîêàçóåìû. Ïóñòü ëåâàÿ÷àñòü èõ èìååò äëèíó k. Åñëè k > 1, òî, îáîçíà÷àÿ ëåâóþ ÷àñòü ÷åðåç�:�, ïîëó÷àåì, ÷òî ñåêâåíöèÿ � ` � äîêàçóåìà (ïðàâèëî äëÿ :). Òàêêàê � ` :� òîæå äîêàçóåìà, òî ìîæíî óìåíüøèòü k íà 1. Åñëè æå k = 1,ïîëó÷àåì äîêàçóåìîñòü ` �.



170 3 ËÎ�ÈÊÀ Ï�ÅÄÈÊÀÒÎÂÓïðàæíåíèÿÓïðàæíåíèå 3.10.1. Ïðèâåñòè ïðèìåð çàìêíóòîé �îðìóëû ëîãèêèïðåäèêàòîâ, èñòèííîé âî âñåõ êîíå÷íûõ ñèñòåìàõ òîé æå ñèãíàòóðû,íî íå äîêàçóåìîé.Óïðàæíåíèå 3.10.2. Äîêàçàòü òåîðåìó î òîì, ÷òî íàäìíîæåñòâîïðîòèâîðå÷èâîãî ìíîæåñòâà �îðìóë ïðîòèâîðå÷èâî.Óïðàæíåíèå 3.10.3. Äîêàçàòü òåîðåìó î òîì, ÷òî îáúåäèíåíèå âîç-ðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåïðîòèâîðå÷èâûõ ìíîæåñòâ �îðìóëòîæå íåïðîòèâîðå÷èâî.Óïðàæíåíèå 3.10.4. Äîêàçàòü òåîðåìó î òîì, ÷òî åñëè êàæäîå êî-íå÷íîå ïîäìíîæåñòâî íåêîòîðîãî ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà �îðìóë íåïðî-òèâîðå÷èâî, òî è ñàìî ýòî ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî íåïðîòèâîðå÷èâî.Óïðàæíåíèå 3.10.5. Äîêàçàòü òåîðåìó î òîì, ÷òî åñëè íåêîòîðàÿ�îðìóëà èìååò ìîäåëü, òî îíà èìååò è êîíå÷íóþ èëè ñ÷åòíóþ ìî-äåëü.Óïðàæíåíèå 3.10.6. Äîêàçàòü òåîðåìó î òîì, ÷òî åñëè íåêîòîðàÿ�îðìóëà èìååò êîíå÷íûå ìîäåëè ñ êàê óãîäíî áîëüøèì ÷èñëîì ýëåìåí-òîâ, òî îíà èìååò è áåñêîíå÷íóþ ìîäåëü.Óïðàæíåíèå 3.10.7. Äîêàçàòü òåîðåìó î òîì, ÷òî íå ñóùåñòâóåòçàìêíóòîé �îðìóëû, èñòèííîé âî âñåõ êîíå÷íûõ ñèñòåìàõ òîé æåñèãíàòóðû è ëîæíîé âî âñåõ áåñêîíå÷íûõ ñèñòåìàõ òîé æå ñèãíàòó-ðû.
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